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Vorwort. 

Durch meine im Jahre 1875 erschienene ,yEinleitnng in die Theorie 
der bestimmten Integrale'^ habe ich mich an der prinzipiellen Entwicke- 
lung dieser Lehre mit beteiligt. In Vorlesungen über bestimmte Integrale 
kann natürlich die allgemeine Theorie als Grundlage auch nicht entbehrt 
werden, es sind vielmehr die Vorlesungen über Infinitesimalrechnung, die 
nach meiner Meinung mehr das Erlernen als das tiefere Erkennen in den 
Vordergrund zu stellen haben, in ihnen zu erganzen. Aber als Hauptziel 
der Vorlegungen ist die wirkliche Auswertung bestimmter Integrale an- 
zusehen. Die Auswahl hierher gehöriger Beispiele schließt sich natürlich 
der historischen Entwickelung an, und ist so zu treffen, daß durch sie 
die allgemeinen prinzipiellen Sätze hell beleuchtet werden. Die Entwicke- 
lung willkürlicher Funktionen in die Fouriersche Reihe gibt Oelegenheit 
zur Auswertung von Integralen, die sonst vielleicht nicht behandelt sind. 

Ich habe mich bemüht, die einfachen Integrale streng arithmetisch 
zu behandeln. Bei den Doppelintegralen und den zweigliedrigen Integralen 
konnte ich aber auf die Unterstützung durch graphische Darstellung nicht 
verzichten. Ich hoffe, daß man bei den von mir ausdrücklich betonten 
Beschränkungen auch diesen Teil als hinreichend streng anerkennen wird. 

Im Gegensatz zu Kronecker halte ich die Bolzanosche Schluß- 
methode für bindend und stütze mich auf sie. Dadurch unterscheidet sich 
das vorliegende Buch wesentlich von den im demselben Verlage erschienenen 
Vorlesungen Eroneckers über den gleichen Gegenstand. 

Um wohlwollende Aufnahme meines Büchleins bittend, spreche ich 
noch meinen besonderen Dank Herrn Prof. H. Lieb mann aus, der nicht 
bloß eine Korrektur gelesen, sondern auch durch sachliche Bemerkungen 
ein paar Irrtümer von meiner Arbeit femgehalten hat. 

Jena, im Juni 1908. 

i. ThomM. 
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Einleitung. 

In den Vorlesungen über bestimmte Integrale wird die Bekanntschaft 
mit den Anfangsgründen und Regeln der gemeinen Differential- und 
Integralrechnung vorausgesetzt. Mancher elementare Satz dieses Kalküls 
wird trotzdem hier wiederholend abgeleitet werden^ in der Absicht, ihm 
diejenige Strenge und Allgemeinheit zu geben, die in einer ersten Vor- 
lesung über diesen Gegenstand nicht erreicht werden kann, weil dort in 
erster Linie das Erlernen steht, hier das Erkennen stehen wird. Dabei 
werden gewisse Sätze aus der elementaren Funktionentheorie und der 
allgemeinen Arithmetik als bekannt Torausgesetzt. Diese Sätze sollen des- 
halb hier nicht erwiesen, wohl aber ausgesprochen und assertorisch zu- 
sammengestellt werden. Es folgen also zunächst einleitend einige 

Hilfssätze ans der Fanktionentheorie. 

1) Eine Zahlenreihe y = fix) heißt im Intervalle a • • • 6 eine wohl- 
bestimmte Funktion von 2;, wenn darin zu jedem x ein bestimmtes y ge- 
hört. Wir nehmen noch hinzu, daß zu einer wohlbestimmten Funktion 
eine Zahl angegeben werden könne, über die, absolut genommen, kein 
Wert von y hinausgehe. Wenn kein Irrtum zu fürchten ist, wird das 
Pi^dikat „wohlbestimmt^' zuweilen fortgelassen. 

In dieser Definition ist nicht die Rede Ton der Darstellung der 
Funktion etwa durch einen analytischen Ausdruck. Sie kann durch Vor- 
züge in der Natur bestimmt sein, wie z. B. die Temperatur eines Ortes 
zu jeder Zeit eine bestimmte, eine Funktion der Zeit ist. Die Funktion 
kann durch einfache Imperative gegeben sein, wie z. B. die Dirichletsche 
wohlbestimmte Funktion, die für jedes rationale x zwischen Null und Eins 
NuU, für jedes irrationale x Eins ist. Man stellt sich häufig und mit 
Nutzen eine Funktion graphisch dar, indem man x als Abszisse, y als 
Ordinate einer Kurve ansieht, die die Funktion repräsentieren soU. Diese 
Darstellung ist aber nicht immer in klarer Weise möglich, wie gerade das 
Beispiel der Dirichletschen Funktion zeigt. — Die am meisten vor- 
kommende Bestimmungsweise von Funktionen bleibt natürlich die durch 
analytische Ausdrücke. 

Thomae, Bestimmte Integrale. 1 



2 Hilfssätze aus der Funktionentheorie. 

Wenn hier statt Zahl öfter das Wort „Größe'' oder „Wert" gebraucht 
wird, so ist dies als ein vielfach üblicher Sprachgebrauch zu rechtfertigen. 
An die graphische Darstellung denkend spricht man auch von einem 
„Punkt" Xy von einer „Stelle" x statt von der Zahl x. 

2) Eine Funktion heißt im Intervalle a • • • 6 im allgemeinen wohl- 
bestimmt, wenn sie in einzebien Punkten nicht bestimmt oder endlich ist, 
wenn aber diese Stellen durch Intervalle, sogenannte Umgebungen jener 
Stellen, ausgeschaltet werden können, deren Summe beliebig klein gemacht 
werden kann. Diese Stellen werden singulare genannt. 

Die Menge dieser Punkte braucht nicht endlich zu sein, es wird z. B. 
die Funktion 1 : sin (pt : x) im Intervalle bis 1 eine im allgemeinen 
wohlbestimmte Fimktion genannt werden können, obschon sie für jedes x 
der Form 1 : w, wo n eine ganze Zahl bedeutet, singulär ist. Ist aber die 
Anzahl der Stellen eine bestimmte (endliche), so ist die Funktion offen- 
bar nach den Bestimmungen unserer Definition eine im allgemeinen wohl- 
bestimmte. 

Die Funktion sin {% : x) ist in dem Intervalle von — 1 bis + 1 eine 
im allgemeinen wohlbestimmte, sie ist nur im Punkte Null, wo sie völlig 
unbestimmt ist, singulär. Sie kann durch einen einfachen Imperativ „sie 
soll für fl? = Null sein", zu einer wohlbestimmten gemacht werden. 

3) Nähert sich für beliebig abnehmende h f(x + h) stets je einem und 
demselben Werte, so werden diese Werte mit f(x + 0), f(x — 0) bezeichnet, 
Werte, die unbeschadet der Wohlbestimmtheit der Funktion, von f(x) ver- 
schieden sein können. 

4) In einer wohlbestimmten Funktion können f(x ± 0) beliebig oft 
unbestimmt sein, und es können diese Werte imter sich und von f(x) 
verschieden sein. 

Die Funktion y = lim arctg (ox, lim cd = -f oo ist für jedes x eine 

wohlbestimmte, wenn man für den arcus nur Werte zwischen — —x und 
+ yÄ zuläßt. Sie hat für jedes positive x den Wert yjar, für jedes nega- 
tive X den Wert — 4" ^7 ^^^ ^^r x^O den Wert Null. Es ist aber 

/•(+0)~4-«, f(-0) l^r, /•(0)-0. 

Ist E{x) die größte in x enthaltene ganze Zahl, so ist 

^(l + 0) = -B(l) = l, je;(i-o) = o. 

In der wohlbestimmten Dirichletschen Funktion des § 1 ist f(x±0) 
an keiner Stelle vorhanden. 
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Eine Funktion^ die in einem Interralle wohlbestimmt ist^ und in der 
auch f{x ± 0) überall wohlbestimmt ist, mag eine durchgehend wöMhesiimmte 
Funktion heißen. 

5) Wird eine Funktion durch Ausdrücke gegeben, die der Analysis 
angehören, die aber für einzelne Werte keinen Sinn haben, so kann man 
sie zu einer wohlbestimmten durch Imperative machen. Die Funktion 
f(x)^sin(x:x) wird, wie schon bemerkt wurde, eine überall wohl- 
bestimmte durch den Imperativ, f{0) soll gleich Null sein. Nähert sich 
ein solcher Ausdruck einem bestimmten Werte, wenn man x auf jede 
Weise der Unbestimmtheitsstelle nähert, so pflegt man diesen Wert ohne 
weiteres als den Wert von f(x) anzusehen. Also man setzt f(x) => x^ :x 
oder f(x) « x sin (^r : x) an der Stelle x = ohne weiteres gleich NulL 

6) Eine im Intervall a- > -b wohlbestimmte Funktion besitzt eine 
obere Orenze G und eine untere Grenze g, und es gibt mindestens je eine 
Stelle, in deren Umgebung sie diesen Zahlen entweder beliebig nahe kommt 
oder sie wirklich erreicht. Die Zahl G —g heißt die größte Schwankimg 
im Intervalle. Die obere Grenze und die größte Schwankung in einem 
Teilintervalle (zu dem die Endpunkte hinzuzurechnen sind) ist kleiner, 
höchstens gleich der oberen Grenze bzw. der größten Schwankung im 
ganzen Intervalle. — Unter Umgebung einer Stelle verstehen wir ein 
Intervall, das die Stelle im Innern enthält, das aber beliebig klein 
sein darf. 

Die Funktion y ^ 4:{a^ — x^)lim ardg^mxin^ ist in dem Intervalle 
von — a bis +a wohlbestimmt. Graphisch wird sie im allgemeinen durch 
die Parabel y ^ a^— x^ dargestellt, die ihren Scheitel im Punkte x = 0^ 
y ^ c? hat. Aber gerade der Scheitel gehört nicht zur Kurve, sondern 
es ist an seiner Stelle dort y = 0. Die obere Grenze dieser Funktion 
ist (j?y sie wird nicht erreicht, aber die Werte von y kommen ihr in der 
Umgebung des Punktes Null beliebig nahe. Die größte Schwankung im 
Intervalle ist a*. 

Die Funktion 

y^cos-^nx — lim 2 : (e^* + e"*"'), lim cd = oo 

hat in dem Intervalle von — 1 bis + 1 überall den Wert cos -^ nx, nur 

für rr = ist sie NuU. Sie erreicht ihre obere Grenze Eins nicht, kommt 
ihr aber in der Umgebung des Punktes Null beliebig nahe. Die größte 
Schwankung ist Eins. 

Die Differenz zweier Funktionswerte in einem Intervalle a- - -b ist 
kleiner, höchstens gleich der größten Schwankung in diesem Intervalle. 



4 HilfsBätze aus der Fanktionentheorie. 

Die größte Schwankung in zwei zusammenstoßenden Intervallen ist 
nicht größer als die Summe der größten Schwankungen der Einzel- 
intervaUe. 

7) Eine Funktion f{x) heißt an der Stelle x vorwärts bzw. rückwärts 
stetig, wenn an jener Stelle, wie klein auch die positive Zahl 6 vor- 
gegeben sein mag, f{x + Ä) — f{x) bzw. f(x — K) —fix) dadurch (absolut 
genommen) kleiner als 6 gemacht werden kann, daß man h klein genug 
nimmt. Um anzudeuten, daß hierin h flüssig ist, d. h. daß die Bedingung 
nicht bloß für ein bestimmtes kleines h erfüUt sein muß, sondern auch 
für jedes kleinere, schreibt man die Bedingung auch so, 

ab8{f{X'{-m-m)<6, 

und läßt für | jeden echten Bruch zu. — Die Funktion heißt im Inter- 
valle a ' b vorwärts oder rückwärts stetig, wenn sie an jeder Stelle des 
IntervaUes vorwärts bzw. rückwärts stetig ist. Die Funktion E(x) ist 
überall vorwärts stetig, aber für jedes ganzzahlige x ist sie nicht rück- 
wärts stetig. 

Wir können auch sagen: Eine Funktion f{x) ist an der Stelle x 
vorwärts stetig, wenn sich für jedes beliebig klein vorgegebene 6 ein 
Intervall a; bis rr; -f % so bestimmen lä,ßt, daß in ihm die größte Schwan- 
kung kleiner als 6 ist. 

8) Stetigkeit schlechthin. Eine Funktion heißt schlechthin stetig, 
wenn sie überall (von den Grenzen a, b natürlich abgesehen) sowohl vor- 
wärts als auch rückwärts stetig ist. Bei ihr läßt sich für jede Stelle 
eine bestimmte Umgebung angeben, in der die größte Schwankung kleiner 
als 6 ist. 

Bei einer im Intervall a - - - b stetigen Funktion kann man das Inter- 
vall in Teilintervalle von bestimmter (durch 6 bestimmter) Gfröße zerlegen, 
so daß in jedem die größte Schwankung kleiner als 6 ist, und bei jeder 
weiteren Verkleinerung der Intervalle bleibt. Oder es lÄßt sich ein Inter- 
vall von bestimmter Größe so angeben, daß die größte Schwankung in 
diesem Intervalle, wo es auch zwischen a • • • 6 hingelegt wird, kleiner 
als ist. — Heine nannte eine solche Funktion gleichmäßig stetig, eine 
Bezeichnung, die man entbehren kann, weil jede stetige Funktion auch 
eine gleichmäßig stetige ist. 

9) Eine stetige Funktion nimmt ihre obere und ihre untere Gh-enze 
und jeden Mittelwert zwischen diesen Zahlen im Intervalle a • • • 6 min- 
destens je einmal an einer bestimmten Stelle wirklich an. Sie besitzt ein 
Maximum und ein Minimum. 

Nach § 6 gibt es eine Stelle Xq, in deren Umgebung, wie klein diese 
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auch sei, f{x) von der oberen Grenze G beliebig wenig yerschieden ist. 
Dort hat sie den Wert G. Wäre nämlich f{x^ ^ G — d, so würde in 
jeder noch so kleinen Umgebung von x^^ die größte Schwankung gleich d, 
also nicht beliebig klein sein, die Funktion wäre gegen die Annahme 
nicht stetig an der SteUe Xq. 

10) Existiert bei einer wohlbestimmten Funktion im Intervall a • • • & 
überall f(x + 0) und f(x — 0), ist sie also durchgehend wohlbestimmt, 
so läßt sich die Summe der TeilinterraUe, in denen die größte Schwankung 
größer als die beliebig kleine Zahl 6 ist, beliebig klein machen. 

11) Eine Funktion heißt monoton, wenn sie entweder niemals ab- 
nimmt, oder niemals zimimmt, während x yon a bis h kontinuierlich 
wächst. Sie besitzt ,JnTariabilität8züge^', wenn sie in gewissen Intervallen 
konstant bleibt; in solchen Intervallen, die Grenzen derselben ausgenommen, 
ist ihr Differentialquotient (§ 19) Null. 

Analog heißt eine Zahlenfolge x^^x^, rr,, '",x^,"' (zunehmend) monoton, 
wenn fQr jedes n x^^^'^x^ ist. Sind die Zahlen x Stellen eines endlichen 
Intervalles, so nähern sich die Zahlen x^ mit wachsendem n einer be- 
stimmten Zahl, ihrer Orenzzahl, als Grenze. Ähnliches gilt für abnehmend 
monotone Zahlenfolgen. 

12) Eine Funktion heißt ganz monoton, wenn sie monoton ohne In- 
variabilitätszüge ist. Eine stetige ganz monotone Funktion ist eindeutig 
(monoton) umkehrbar. Eine stetige monotone Funktion ist stückweise 
eindeutig umkehrbar. Die Invariabilitätszüge entsprechen singulären, näm- 
lich Unbestimmtheitsstellen, doch ist die Unbestimmtheit in bestimmten 
Grenzen enthalten. 

13) Sind im Intervalle a-'-b unendlich viel Stellen (Punkte) gegeben 
x^x^ " ' x^' ' ', so gibt es stets mindestens eine Grenzstelle (Grenz- 
punkt, Häufungspunkt) Xq der Art, daß in jeder noch so kleinen Um- 
gebung derselben unendlich viele jener Stellen oder Punkte liegen; 
Xq braucht nicht selbst zu den gegebenen Punkten zu gehören. Die 
Gh^nzsteUen können selbst wieder eine unendliche Menge bilden. Die 
Nullstellen der Funktion sin (pt : sin {x : x)) geben ein Beispiel hierfür. 

Sind die Zahlen ^i ^s * * * ^» * * - in endlichen Grenzen enthalten, so 
gibt es unter ihnen entweder eine größte, oder es gibt eine obere 
Grenze G, so daß keine Zahl x größer als G ist, daß aber (unendlich 
viele) Zahlen unter ihnen angegeben werden können, die sich von G be- 
liebig wenig unterscheiden. Ebenso gibt es fÖr sie eine untere Grenze. 



6 Funktionen zweier Yeränderlichen. 

Funktionen zweier Teränderlielien. 

Der Begriff ^Intervall'' in bezug auf eine Veränderliche ist ein rein 
arithmetischer^ wenn auch mit Vorteil die graphische Darstellung des- 
selben angewandt wird. Das Analogon dieses Begriffs in bezug auf zwei 
Veränderliche ist der Begriff „Gebiet". Auch bei zwei Veränderlichen rcy, 
deren Stellen durch die Punkte einer Ebene, in der xy rechtwinklige 
Koordinaten sind, dargestellt werden, läßt sich vielfach der Begriff „Ge- 
biet" rein arithmetisch fassen. Z. B. bedeuten die Ungleichungen 

a^x<bf c^y^d 
ein solches Gebiet, das graphisch durch ein Rechteck dargestellt wird. Oder 

bedeutet ein Gebiet, das graphisch durch einen elliptischen Ring dargestellt 
wird. Es ergibt sich aber das Bedürfnis, von Gebieten zu reden, die 
weniger speziell sind als die eben beschriebenen. Das geschieht nun in der 
Regel graphisch. Man sondert von der xy Ebene durch einen oder mehrere 
geschlossene Eurvenzüge Teile ab, die durch diese Eurvenzüge als begrenzt 
angesehen werden. SoU ein solches Gebiet arithmetisch bestimmt werden, 
so muß man annehmen, daß die graphische Bestimmung durch Un- 
gleichungen ersetzt werden könne. Das ist, wenn die Kurven kompli- 
ziert sind, praktisch oft mit großen Schwierigkeiten verknüpft. Jeden- 
falls muß man, was hier stillschweigend immer geschehen soll, annehmen, 
daß die Eurvenzüge wenigstens abteUungsweise durch analytische Glei- 
chungen darstellbar seien. In der Idee aber muß man, wenn man streng 
sein will, die arithmetische Bestimmung graphisch gegebener Gebiete als 
möglich ansehen. Man würde große Unbequemlichkeiten und Weitläufig- 
keiten in den Eauf nehmen müssen, wollte man einzig arithmetische Ge- 
bietsbestimmungen zulassen. Wir werden deshalb, wie es allgemein üblich 
ist, uns der graphischen Gebietsbestimmung bedienen. 

14) Gehört zu jedem Wertepaare xy in einem Gebiete T (in einem 
Stücke der Ebene, die durch rechtwinklige Eoordinaten die Zahlen xy 
repräsentiert) ein bestimmter Wert von f, so heißt f(x, y) eine wohl- 
bestimmte Funktion von x und y. — In einer wohlbestimmten Funktion 
kann doch f{x ± 0, y + 0) beliebig oft unbestimmt sein. — Ist f(x, y) überall 
NuU, ausgenommen in dem Teüe der xy Ebene, der von der x Achse und 
der Parabel x^ =» 2py begrenzt ist, in dem f{x, y) '^ 9 sein soll, auf dessen 
Rande aber f gleich Null ist, so ist für jedes gegebene k und k' 

limf{x + kh,0 + k'h) = 0, lim h « 0, 
gleichwohl ist f{+0,+0) unbestimmt. 
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15) Eine Funktion f{Xy y) besitzt im Gebiete T eine obere Grenze G 
nnd eine untere Grenze g und es gibt mindestens je eine Stelle x^^y^y in 
deren Umgebung Werte von f liegen, die sich von 6r bzw. g entweder 
beliebig wenig unterscheiden oder an der f^G bzw. =» g ist. G — g 
größte Schwankung. Umgebung heißt ein beliebig kleines Gebiet^ das den 
Punkt x^y^ im Innern^ also nicht bloß am Rande enthält. Daß am Rande 
von T kleine Modifikationen dieser und einiger der noch folgenden Be- 
griffe nötig sindy braucht nur erwähnt zu werden. 

16) Die Funktion f{Xy y) heißt an der Stelle x^y^ stetige wenn bei 
noch so kleinem ö eine Umgebung, insbesondere ein Kreis oder Quadrat 
(mit dem Mittelpunkt ^oVo) ai^gegeben werden kann, so daß die größte 
Schwankung in diesem Gebiet kleiner als 6 wird. Ist 4d' der Inhalt dieses 
Quadrates und sind ^rj echte positive oder negative Brüche, Eins ein- 
geschlossen, so ist bei einer stetigen Funktion 

aJ>8 (fix^ + S*, yo+ ^*) - A^o? ^o)) < ^' 
Die Stetigkeit von f als Funktion von x fiir sich, und als Funktion 

von y für sich reicht nicht aus zur Stetigkeit überhaupt. 

Bedeutet arc (x, y) den zwischen — % und + n gelegenen Winkel, den 

der Radiusvektor des Punktes xy mit der positiven x Achse bildet, so ist 

(ä> - ar(^ iXy y)) \^l :arc{x,y) « F(x, y) 

eine eindeutige Funktion von x y, wenn sie längs der positiven x Achse 
gleich NuU angenommen wird. Nebenbei bemerkt läßt sich diese Funktion 
durch eine Fouri ersehe Sinusreihe mit dem Argument arc(x,y) darstellen. 
In dieser Darstellung ist die Funktion längs der x Achse von selbst gleich 
Null. Ist noch r die positive Quadratwurzel f/a;* + y^ und fi eine positive 
Zahl, so ist die Funktion 

f{x,y)^r^^F{x,y) 

an der Stelle a: = 0, y = in jeder gegebenen Richtung stetig. Gleich- 
wohl ist sie dort unstetig. Denn man kann nicht um den Punkt x ^0, 
y =» herum mit dem Radius 8, wie klein er auch sein mag, einen Kreis 
schlagen, so daß die Werte von f im Innern dieses Kreises von Null um 
weniger als eine Zahl ö verschieden sind. Wie klein vielmehr d^ auch 
sein mag, so läßt sich doch arc(x,y) so klein machen, daß 8f^F{x,y) jede 
Zahl an Größe übertrifft. 

17) In einer stetigen Funktion von a;, y läßt sich ein Quadrat vom 
Inhalt 4d* angeben, so daß die Ungleichung der Stetigkeitsbedingung er- 
füllt ist, wo auch der Mittelpunkt des Quadrates in T liegen mag, so daß 
also $ von der Lage des Quadrates unabhängig ist. Eine in T stetige 
Funktion ist gleichmäßig stetig. 



8 Begriff des Integrales als Umkehrung des Differentialqaotienten. 

Eine stetige Funktion von zwei Veränderlichen nimmt ihre obere 
Grenze, ihre untere Grenze, und jeden Mittelwert mindestens einmal an. 



18) Haben die Zahlen a^a^ - - - a^ einerlei Vorzeichen, und sind 
ßißi' " ßn beliebige Zahlen, deren größte JB, deren kleinste b ist, und ist 
0^1^ 1, so ist 

Begriff des Integrales als Unoikehning des Differentialquotieiiteii 
und daraus folgende Sätze. 

19) Nähert sich (w{x + h)) — w(x)\:h für abnehmende positive h 
einem bestimmten Werte w\x)'^, so heißt derselbe der vorwärtsgenommene 
Differentialquotient yon w{x) an der Stelle x. Der rückwärtsgenommene 
Differentialquotient w'{xY setzt ein negatives h voraus. Ist w\xY = w'ixYy 
80 heißt diese Zahl {w\x))y schlechthin der Differentialquotient oder die 
Ableitung von w{x) an der Stelle x. 

20) Gibt es eine stetige Punktion w{x\ deren vorwärts- oder rückwärts- 
genommener Differentialquotient in einem Intervalle gleich f(x) ist, so 
heißt w{x) ein Integral oder die Integralfunktion von f{x)j und f{x) heißt 
der Integrand. Ein Differentialquotient läßt sich an einer bestimmten 
Stelle bilden, in den Begriff des Integrales mischt sich stets ein Inter- 
vaU ein. 

Dem vorwärts- und rückwärtsgenommenen Differentialquotienten ent- 
sprechend könnte man nun auch zweierlei Integralzeichen fordern, es zeigt 
sich jedoch, daß hierzu kaum ein Bedürfnis vorliegt. 

Ist in irgend einem Intervalle w{x)'^^f{x) oder w'ix)"^ f(x), so 
schreibt man 



w(x) — j f(x) dx =^J f(x) dx. 



Hilfssatz. Ist die stetige Funktion iv(x) im Intervalle a • • • & so 
beschaffen, daß überall für ein noch so kleines positives h 

w(x + h)-w{x)>0 
ist, so ist 

w{d)<w(x)<w{b), w{Xi)<w(x^), (a;, >iCi). 

Denn wäre w(x^) <w{x^y so müßte die stetige Funktion w{x) an einer 
bestimmten Stelle x' zwischen x^ und x^ (§ 9) ein Minimum haben. Es 
müßte also für einen hinreichend nahe vor x gelegenen Wert x" 

w{x) - w{x'') = w{x"+x-x') - w{x') 
gegen die Voraussetzung negativ sein. 
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In der nnBtetigen Funktion 

w{x)^ Xf ^ a; < 1 ; w{x)^ — 2 + Xj a: ^ 1 

ist zwar im Intervalle • • • 2 immer f<;(a; + Ä) — t«7(ic) > für hinreichend 
kleine positive hj gleichwohl hat für sie der Hilfssatz keine Geltung, 

denn es ist «; (yj < w ( yj • 

Ist unter denselben Voraussetzungen im Intervalle a- - -h 

w{x + h)''W{x)<Oy 
so ist 

w{a) < w{x) < M?(6). 
Daraus folgt: 

Ist zwischen a • * • & der vorwärtsgenommene Differentialquotient der 
stetigen Funktion wipc) überall positiv, so ist w{a) <w(x)<, w(V). 

Dieser Satz laßt sich noch etwas erweitem. Er gilt nämlich offen- 
bar auch dann, wenn (w{x + h) — w(x)) :h für jedes noch so kleine A 
positiv ist, ohne daß vorausgesetzt zu werden braucht, daß sich der 
Quotient für abnehmendes h einem bestimmten Grenzwerte nähere. 

21) Ist im Intervall a • • • 6 «?'(fl;)+ = oder u)'{xY = 0, und ist w{x) 
in demselben Intervall stetig, so ist w{a) =» w{x) = wQ)). Dirichlets 
Beweis (Meyer, Bestimmte Integrale, S. 27) stützt sich auf den eben aus- 
gesprochenen Hilfssatz. 

Wir bilden die beiden Funktionen 

ff{x) =» w{x) — w{a) + x{x — a), i>{x) =- w{x) — w{d) — x(a: — a), 

die beide mit x — a verschwinden. Dabei wird x als positiv vorausgesetzt. 
Es folgt, wenn h klein genug genommen wird: 

Ä ^*+ h >^' 

Ä « + Ä < ^' 

und daraus, solange aK^x^i ist, nach dem Hilfssatze: 
tp{x) > 0, w{x) — w{a) > — x{x — a), 
^(x) <0, w{x) — w{(i) <x{x — a)j 
— x(x — a)< w(x) — w{a) <,x{x — a), 
und da dies für jedes noch so kleine x gilt, so folgt, w. z. b. w., 

w{x) = w(a). 

Einen mehr direkten Beweis dieses Satzes, der zugleich die Schwäche 
des früher üblichen Verfahrens aufdeckt und beseitigt, von Ballauf findet 
man in Schlömilchs Zeitschrift, Jahrg. XXXXI. 
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Die Punktion 

w(x) = lim arctg cdx + lim x : {e^* + e~~*), lim © =« oo 

hat im Intervall — 1 1- 1 überall den vorwärtsgenommenen DifiFerential- 

quotienten Null, ohne daß W7(— 1) = w?(+ 1) wäre. Ihr mangelt die voraus- 
gesetzte Stetigkeit. Ebenso hat die Funktion E{ic) des § 4 überall den 
vorwärtsgenommenen Dififerentialquotienten Null, und es ist E{1) > -E?(0). 

22) Haben im Intervalle a • • • & die beiden stetigen Funktionen 
w{x), (o(x) denselben (gleichzeitig vorwärts- oder gleichzeitig rückwärts- 
genommenen) Dififerentialquotienten /*(a?), so können. sich w{x) und a)(x) 
nur um eine Eonstante unterscheiden. Diese aber ist willkürlich. Ist aber 

w{a) = (o{a), so ist auch w(x\) = (o(x), 

23) Richtet man die willkürliche Integrationskonstante so ein, daß 
das Integral an einer bestimmten Stelle a verschwindet, so schreibt man 

b X 

w (V) — w(a) =- / f(x) dXy w(x) — - w(a) «• / f(x) dx, 

a a 

und nennt den Ausdruck ein bestimmtes Integral Die Größen a und x 
heißen untere und obere Grenze des Integrales. — Korrekter würde es 
sein, für die Grenze und die Integrationsvariable verschiedene Buchstaben 
zu verwenden. — 

24) Die Formehl 

b b b 

f{Af{x) + B(p{x))dx = Äff(x)dx+ Bffp{x)dx, 

a a a 

b a 

J f{x) dx =« —J f{x) dx 

a b 

gelten, wenn nur f{x)y q){x) Ableitungen stetiger Funktionen sind. In 
der Formel für die Integration durch Teile 

b b b X 

J f'q>d^-f(J^)J (pdx-J (ly (pdx'jdx 

a a a a 

b b X 

- f{a)Jq> dx -J{%J'P dx) dx 

a ab 

stecken eine ganze Reihe von Voraussetzungen. Davon später. 
Liegen die Zahlen a^a^- ^ a^ zwischen a und h, so ist 

6 «ii Oa b 

ff{x) dx ^ffix) dx +ffix) dx + --- +ff{x) dx. 



ff 



Potential eines Geradenstückes. 11 

25) Die Aofsuchnng einer stetigen Funktion, deren Ableitung eine 
gegebene Funktion ist, dürfte praktisch die fruchtbarste Methode zur 
Auffindung von Integralen sein. Man differenziert Funktionen, und ge- 
winnt so durch Umkehrung eine Tafel von Integralformeln, die durch 
allerhand Kunstgriffe erweitert wird. Es könnte überflüssig erscheinen, 
ein Beispiel für diese geläufige Methode zu geben. Gleichwohl folgt ein 
solches, das für spätere Untersuchungen nützlich ist. 

Nehmen wir, wie es für die nachfolgende Anwendung bequem ist, 
S als unabhängige Yeninderliche an, so ist die (reell genommene) Funktion 

eine stetige Funktion von g, wenn die Quadratwurzel positiv genommen 
wird, und wenn nicht gleichzeitig rj^^y, z^O wird, und sie besitzt (vor- 
wärts und rückwäi-ts) die Ableitung 

«-'(5) - f(X) - 1 : y(|-a:)»+(y-1^)'+«^ 

Es ist demnach, wenn nicht gleichzeitig y =^ riy 0=^0 ist 

7(6) di^lg{a-^x + )/(^-a)«-h(y-i?)M^^*) 

^lg{-a^x +y(x+ay+(f-W+^') • 

Das Potential eines homogenen Oeradenstückes. Ein gerades 
Linienstück der ory-Ebene, in der ^ri laufende Koordinaten sein mögen, 
liege auf der Geraden ri^y zwischen g = — a und | = a und sei homogen 
mit Masse von der Dichte Eins belegt. Ein Punkt im Räume habe die 
rechtwinkligen Koordinaten xyz und besitze die Masse Eins. Dann ist das 
Potential des Geradenstückes in bezug auf jenen Punkt 
+« 
V ^ft{%) dl, m - 1 : r(|) = 1 : >/(6-x») + (,-y») +7» . 

a — 

Daraus fließt für das Potential der Wert 

V^lg{a — x-{' r{a)) — lg{—a — x + r{r- a)). 

Fällt xye auf das Linienstück selbst, so ist das Potential nicht vorhanden, 
fällt es auf dessen Verlängerung, so ist 

^ X — a 

Die Anziehung, die die Strecke auf den Punkt ausübt, läßt sich in 
eine sehr elegante Form bringen. Wir nehmen dabei i? =* 0, ;e? =- an, 
wds offenbar die Allgemeinheit nicht beschränkt. Es ist dann 



r{i)^V{^xy + y\ 
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Es werde der Winkel^ den r(a) mit der positiven ^-Achse einschließt, 
mit 9 bezeichnet, der Winkel, den r(— a) mit derselben Achse einschließt, 
mit -O". Dann ist y :r(a) ^ sin 9?, y : r (— a) = s/w O", x — tt'^ydgq), 
X + a^y dg d'. Die Komponenten der Anziehung sind nach dem Wesen 
des Potentials 

dx ™ r{—a) r{a) y y ' 

Y_i? y y 

dy {a — x-{-r{fl))r{a) {— aj;_a + r(— a))r(— a) 

sin y sinO" 8m* <p sin^d^ 

8tn(p ^ ^^ s%n9' ^ ^ 

^ 7 H* Y*^ ~ co5«y ^) - j sin~(Jh-q>) sin ^ (^ + 9)- 

Daraus folgt für die Anziehung 

Die Anziehung ist dieselbe als die des Ereislinienstückes, das die 
Strahlen r(a), r(;—a) aus einem mit dem Radius y um xy geschlagenen 
Kreise herausschneiden, und die Richtung der Anziehung hälftet den von 
den Randstrahlen r{a), r^'-a) gebildeten Winkel. 

26) Erster Mittelwertsatz. Ist G die obere, g die untere Grenze 
von f(x) im Intervalle a • • • 6, so ist 

b b 

f{f{x)-G)dx<0, f(f(x)-g)dx>0 

a a 

nach dem Hilfssatz des § 20. Daraus folgt 

6 6 6 

fg dx <ff{x) dx <fG dx 

a a a 

oder 

6 

ff(x) dx = {ff+ UG-9)) (&-«)•= f{a + 6 (fc-a)), 

a 

WO 5 ein (unbekannter) echter Bruch ist. Die letzte Form f(a+i{b — a)) 
ist nur zulässig, wenn f(x) stetig ist. 

27) Verallgemeinerter erster Mittelwertsatz. Wechselt fp(x) 
im Intervalle a- ^ -b sein Zeichen nicht, und sind die Integrale 

Jfdx, J fpdx, J f(pdx 
vorhanden, so ist 
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b b b 

ff(x)g>{x)dx^(ff + i{G-g))fg>{x)dx^f(a + i{b-a))ffp{x)dx, 

a a a 

worin för die letzte Form die Stetigkeit von f(x) vorauszusetzen ist. — 
Zum Beweise betrachte man wie im vorigen Paragraphen die Integrale 

f(f—9)g>dx und f(f'-G)q>dx. 

Anwendung. Sind f{x)f\x) • • • f^-^^^x) (die Ableitungen von f(x) 
im Intervalle x - - - x + h) stetige Funktionen, so ist (Taylorscher Satz) 

■*■ 1 • 2 • • • (n + 1) 
Setzt man 

so folgt: 

w'{x) f'ix)-{0-x)r(.x) ^-^^I^li^/^-)(ar) 



1 • 2 . . • n ' ^^ 



+ rix) +is-x) rix) + ... + Y^~i-_,^ f ">(«) 

i0-x)'f+^\xy: 1 . 2 ■ • . n, 

J w ix)dx - wie) - wix) - -J ^-.Y. 3 ..-.-„" — ' 

X X 

m = fix) + ^^ir^i + . . . + ^:^r''Kx) 

+ T:Yr:nfi'-''yf^''*'Kx)dx. 

X 

Nun wechselt {z — xY im Intervalle x - - - e sein Zeichen nicht. 
Wendet man auf das letzte Integral den verallgemeinerten Mittelwertsatz 
an, und ersetzt z -- x durch ä, so erhält man die Taylorsche Formel. 
Hier kann h unter der nachfolgenden Voraussetzung auch negativ genommen 
und die Ableitungen können als einseitige gedacht werden. Daraus folgt: 

Besitzt f{x) in der Umgebung der Stelle x einen vorwärtsgenommenen 
ersten und zweiten Differentialquotienten, so besitzt f{x) auch einen rück- 
wärtsgenommenen ersten Differentialquotienten, und dieser fäUt mit dem 
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yorwärtsgenommenen zusammen. — Übrigens genügt für das Bestehen 
dieses Satzes schon die Stetigkeit des ersten Differentialquotienten. Man 
erkennt daS; wenn man den Taylor sehen Satz in die Form setzt: 

f(x + Ä) = fix) + hr{x) + h {fix + 6Ä) -fix)). 

28) Sind ö^aj • • • a^_i zwischen a • • • 6 gelegene Zahlen, die der Größe 
nach aufeinander folgen mögen^ so folgt aus der Gleichung 

6 aj o, b 

ff{x) dx ~ff{x) dx +ff(x) dx + --- +ff{x) dx, 



b 



ffix)dx = {g, + ^,{G,-g,))(a,-a) + (p» + ^(G,-g,))(a,-a,) + ■•■ 

+ 0/„+6,«?n-5',))(fc-«,-i) 
= /"(« + li (öl — «)) («1—«) + /"(oi + ljC»»— «i)) (Oj— «4) + • • • 

+ f(«»-l + 6n(* - 0«-l)) (6 - «,-»), 

wenn g^ untere, G^ obere Grenze im Intervall ^^»i • • • ö^, und |^ ein 
echter Bruch ist. Die letzte Form hat die Stetigkeit von f(x) zur Voraus- 
setzung. 

Hier kann die Teilung weiter und weiter getrieben werden, so daß 
das Integral sich als Grenzwert einer Summe darstellt für Teilintervalle, 
deren Größe gegen Null konvergiert. 

Wüßte man, daß dieser Grenzwert von den |^ unabhängig sei, so 
lieferte dieser Ausdruck eine synthetische Darstellung des Integrales. 

Darstellung des Integrales als Grenzwert einer Summe und daraus 

folgende Sätze. 

29) Definieren wir jetzt 

b 
ff(x)dx^lim^(g^+i^(G^-gp){a^-a^^^), 

a 

WO sich das Limeszeichen auf abnehmende Intervalle »^„i • • • öt^ bezieht, 
so ergeben sich zwei Fragen. Erstens die Frage, wann hat dieser Grenz- 
wert, unabhängig von der Wahl der echten Brüche | einen Sinn, und 
zweitens, in welcher Beziehung steht das Integral zu dem gleichbezeich- 
neten der vorigen Paragraphen. 

30) Oberes und unteres begleitendes Integral. Unterliegt die 
Funktion f{oo) im Intervalle a • • • & keiner anderen Bedingung als wohl- 
bestimmt (also auch endlich) zu sein, so nähern sich die Ausdrücke 
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bestimmten Werten Ä und By wenn die Intervalle sämtlich den Ghrenzen 
NuU zustreben, unabhängig von der Art der Teilung. (Pasch, Leipziger 
Annalen, Bd. 30.) A heißt das obere, B das untere begleitende Integral 
der Funktion f{x). 

Wir beweisen zuerst, daß bei einer bestimmten Art der Teilung, die 
wir der Kürze halber die Normalteilung nennen wollen, der ausgesprochene 
Satz statt hat. 

Wir teilen das Intervall a • • • & durch den in der Mitte liegenden 

Punkt a^^ in zwei gleiche Teile und setzen yC^ — ö) = (ii, a(^>=a + d,. 

Wir erhalten so zwei Intervalle a • • • a^^\ a^^ • • • 6 von der Größe d^. 
Diese Intervalle teilen wir wieder in je zwei gleiche Teile durch die 
Punkte a^\ a^\ a^^^ und erhalten so vier Intervalle, jedes von der Größe 

rfj « -g dl . So fahren wir mit der Zweiteilung jedes Intervalles fort. Ist 

aa^i""^^a^""'^^4""*^-..6 die n-1*« Teilung, deren Intervalle die Größe 
rf^_i = (6 — a) : 2*"^ haben, so gewinnen wir durch Teilung der Intervalle 
in je zwei gleiche Teile die n^ Teilung mit den Teilpunkten 

deren Intervalle die Größe d^ = (6 — a) : 2" haben. Die Intervalle werden 
beliebig klein, wenn n groß genug genommen wird, und jede folgende 
Teilung enthält die Teilpunkte der voraufgehenden. Die obere Grenze der 
Funktion f(x) im Intervall aj)'^ • • • a^"^^^^ sei G^'^^ die untere g^*K Dann 
steht zunächst nach dem Satz des § 18 fest, daß 

ist, wenn die Summe über alle Intervalle erstreckt wird, und wenn G 
die obere, g die untere Grenze von f{x) im Intervalle a - - -b ist. Die 
Zahlen Ä^ sind also in endlichen Grenzen enthalten. Nach demselben 
Satze ist aber auch 



wenn 






ist, und folglich ist: 

für jedes v. Die Zahlen J.^, -4,, • • •, A^, • • • bilden daher eine abnehmend 
monotone Reihe, deren Terme niemals unter g(b — a) herabsinken, und 
sich deshalb einer bestimmten Zahl A als Grenze nähern. 
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Der Beweis dafür^ daß die Zahlen 



B^-SiC.-'-'X 



flieh einer bestimmten Zahl B als Grenze wachsend nähern^ ist in analoger 
Weise zu führen. 

Die Zahl A würde das obere begleitende Integral, B das untere be- 
gleitende Integral zu nennen sein, wenn noch nachgewiesen würde, daß 
unsere Summen bei jeder Art der Teilung zu denselben Grenzwerten 
führten, als bei der Normalteilung, was nun geschehen solL 

Wir teilen jetzt das Intervall a ' - -b durch die aufeinanderfolgenden 
Punkte 

in kleinere Intervalle, so daß jedes Intervall kleiner als S^ wird, und 
nehmen an, daß d^d^- - - d^- - - eine gegen Null konvergierende Zahlen- 
folge bilden, so daß also die Teilung dadurch, daß man v größer und 
größer annimmt, soweit getrieben werden kann, daß sämtliche Teilinter- 
valle beliebig klein werden. Es ist dabei nicht nötig, daß die Teilpunkte 
irgend einer Teilung wieder Teilpunkte einer späteren Teilung sind. Die 
obere Grenze von f im Intervalle a^"' • • • «^"l^ , sei f^"^ ; und 6 sei eine 
beliebig klein vorg^ebene Zahl. Endlich werde 

2'(C.-<')C-c. 

gesetzt. Nun sei die Normalteilung so weit getrieben, daß Ä^^ Ä + ö^ 
wird, wo (Jy < <y ist. In der Neuteilung werde der Index q so groß ge- 
wählt, daß die Summe der «-Intervalle, die einen Teilpimkt der Normal- 
teilung im Innern enthalten, kleiner eis 6 : G wird. Wir zerlegen 

in zwei Teile: 

80 daß die Summe 2J' über alle Intervalle der a-Teilung zu erstrecken 
ist, die keinen Teilpunkt der Normalteilung enthalten, £'' über die übrigen 
Intervalle. Dann ist 2;"— ög, und <y^' ist kleiner als 6. Die Summe 2?' 
aber ist kleiner als A^, Es ist demnach 

Cg<:A + 6, + <4'. 

Nun wählen wir den Index 7t so groß, daß die Intervalle der Normal- 
teilung ^(»|rli-"^D ^^f ^i® Punkte der g^'' Neuteilung im Innern 
enthalten, kleiner als 6 : G werden. Dann teilen wir wieder die Summe 
in zwei Teile 
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^.-2'(»ri.-»r)er' 

Die Samme 2^' erstreckt sich über alle Intervalle^ die keinen Teilponkt 
der qi^^ Neuteilung enthalten , die Summe 2J" über die übrigen. Die 
erste Summe ist kleiner als C^, die zweite ist gleich t^, wo r^<,iJ ist. 
Es ist also 

Es liegt demnach C zwischen Ä + ö^+ ö" und A + 6^—t^ und 
isty weil 6 beliebig klein angenommen werden kann, von A beliebig wenig 
yerschieden. Es ist 

KmCr^ = ^ = K«,2'Wli-«?)^;'- 

Ähnlich ergibt sich^ daß 

ist, wenn y^^ die untere Grenze von f{x) im Intervalle o^^^ - • • a^^\^ ist. 
Die Grenzwerte unserer Summe sind von der Art der Teilung unabhängig 
w. z. b. w. Ä ist das obere, B das untere begleitende Integral. 

31) Ist Kw^(Gr^— 5r^)(a^^i — a^) =- 0, welchen Ausdruck wir als 
kritische Summe bezeichnen wollen, so ist Ä=^ B, und es ist 

6 

ff{x)dx = lim2G^{%^.i)-% = ^i'f^29^{%^i-%) 
- lim^ia^. + S^(<?^ - V) K+i~ %) 

unabhängig von der Wahl der echten Brüche | und unabhängig von der 
Art, wie die Intervajle der Null zustreben. Ist f{x) die vorwärts- oder 
rückwärtsgenommene Ableitung einer stetigen Funktion w(x)f so stimmt 
das Integral mit dem früher (im § 20) bestimmten überein. 
Es ist nämlich 

-2{%^i-(^f^9^+l2{%^i-%){ß^-9^)> 

wo I ein echter Bruch ist. Der erste Teil konvergiert mit abnehmenden 
Intervallen gegen J., der zweite unabhängig von S^, also auch für die %^ 
des § 28, gegen Null. 

Thomae, BeaÜmmte Integrale. 2 
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Nennen wir eine Funktion, für die die kritische Summe Null ist, 
eine integrable Funktion, so kann die Frage entstehen, ob Fälle denkbar 
sind, in denen die erste Definition zu einem Integrale ftlhrt, die zweite 
nicht, so daß also der Grenzwert nur für bestimmte Werte der | vor- 
handen ist. Man lese darüber eine Abhandlung von Köpkje in den 
Leipziger math. Annalen, Bd. 31. 

32) Die kritische Summe ist Null, f{x) ist im Intervall a • • & 
integrabel, 

1. wenn die Funktion f{x) stetig ist; 

2. wenn die Funktion zwar beliebig oft (unendlich oft), unstetig oder 
unbestimmt ist, wenn aber die Summe der Intervalle, in denen 
die größte Schwankung größer als die beliebig klein vorgegebene 
Zahl 6 ist, dadurch beliebig klein gemacht werden kann, daß 
man die Intervalle klein genug nimmt. Daraus folgt, daß z. B. 
f{x) integrabel ist, wenn f{x ± 0) überall existiert (§ 10). 

Ist f{(t) im Intervalle a • • • 6 eine monotone Funktion, so existiert 
überall f{x±0)] eine monotone Funktion ist daher stets integrabel. 

Nehmen wir an, f(x) sei wachsend monoton. Die Zahlen x^x^-'X^*' 
mögen sich zunehmend dem Werte x^ unendlich nähern. Ebenso die 
wachsenden Zahlen x^x^^'X^'-. Dann nähern sich die Zahlen 
f{^f{^%) ' ' ' fipt) ••'.(§ 11) ®i°®^ bestimmten Zahl A beliebig. Ebenso 
nähern sich die Zahlen f{x^')f{x{) • • • f(x^) einer Zahl A' beliebig. Eine 
Zahl f{x^) fällt aber entweder auf eine Zahl f{x^ oder zwischen zwei 
aufeinanderfolgende Zahlen f{x^^ fi^v-^i)- ^^ ^^^^ ^^^ wachsende v sich 
beliebig wenig voneinander unterscheiden, so müssen sie sich der Zahl A 
beliebig nähern, es ist J.' = A. Bei jeder Art der Annäherung von x 
an Xq erhält man denselben Wert A « f(xQ — 0) , f{xQ — 0) existiert. 
Ebenso f^x^ + O). 

Ist E(x) die größte in x enthaltene ganze Zahl, so ist 

im Intervalle • • • 1 unendlich oft unstetig, sie ist zwischen x ^ 1 und 

a; «= Y (ausschließlich) gleich 1. Zwischen y und (ausschließlich) gleich y, 

zwischen rr == — bis a? = -_lT (ausschließlich) gleich — , usw., für a: = 

gleich Null. Sie wächst in unendlich vielen Sprüngen monoton von 
bis 1, wenn x von bis 1 zunimmt, ist also integrabel. Man erkennt 
aber auch leicht direkt, daß die kritische Summe beliebig klein wird. 
Denn schneidet man von an ein Intervall ab von der Größe 1 : JN", wo 
jV eine ganze Zahl ist, so ist der Beitrag dieses Intervalles zur kritischen 
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Summe kleiner als 1 : ^. Im weiteren Verlauf hat die Funktion noch 
^—1 Sprungstellen y in deren Umgebung die größte Schwankung nicht 
beliebig klein, aber kleiner als Eins ist. Macht man nun die Intervalle 
der kritischen Summe kleiner als l : P{N—1), so ist der Beitri^ der 
Intervalle, .die die Sprungstellen enthalten, zur kritischen Summe kleiner 
als 1 : P, und wird beliebig klein, wenn P groß genug genommen wird. 
Der Beitrag, den die übrigen Intervalle zur kritischen Summe liefern, ist 
wegen der Stetigkeit in diesen Intervallen ebenfalls beliebig klein, etwa 
gleich €, Es ist deshalb 

und kann dadurch beliebig klein gemacht werden, daß erst iV, dann P 
groß genug angenommen wird. 

33) Weitere Beispiele unendlich oft unstetiger integrabler 
Funktionen. Ist f{x) « im Intervall • • • 1 für irrationale x, aber 
gleich 1:9, wenn x '^piq in kleinster Benennung ist, so ist die 
Funktion in jedem noch so kleinen Intervall unendlich oft unstetig, aber 
integrabel und das über das Intervall von • • • 1 erstreckte Integral hat 
den Wert Null. Die Punktion sin {% : x) und die Funktion sin (x : sin {n : x)) 
sind in jedem endlichen Intervalle integrabel, obgleich in der letzten un- 
endlich oft f(x±0) nicht vorhanden ist. Weitere Beispiele ergibt das 
Hankeische Eondensationsprinzip der Singularitäten. 

Die erstgenannte Funktion hat Werte, die größer oder gleich 1 : Q 
sind, wo Q eine ganze Zahl ist, an den Stellen 

J^ 1 ^ £ 3 3 4 1 ^—1 

2 ' 8 ' 3 ' 4 ' 4 ' "ö ' 6 ' * ' ' ' ^ ' * " " ' Q ^ 

also für weniger als (^ Stellen. Teilt man nun das Intervall von bis 1 
in mQ^ gleiche Teile, so kann höchstens in Q^ dieser Intervalle, deren 
Summe s= l:m ist, die größte Schwankung größer als 1 : Q sein. Der 
Beitrag, den diese Intervalle zur kritischen Summe liefern, ist kleiner als 
1 : m, weil Eins die obere Grenze von f(x) und zugleich die größte 
Schwankung von f(x) ist; denn die untere Grenze ist Null. Der Beitrag 
der übrigen Intervalle ist kleiner als 1 : Q. Also ist die kritische Summe 
kleiner als 

(l:m) + {l:Q), 

sie kann dadurch beliebig klein gemacht werden, daß man erst Qy dann m 
groß genug nimmt. — Da f(x-±0) überall gleich Null ist, so folgt auch 
daraus die Integrabilitat. Das Integral hat den Wert Null. 
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Ändert man eine integrable Funktion f{x) dadurch ab, daß man eine 
Funktion (p{x) dazu addiert, deren Integral Null ist, so ist 

6 h 

ff{x) dx ^f(f(x) + (Pix)) dx . 

a a 

Ändert man insbesondere die Funktion f{x) an einzelnen SteUen, 0. B. 
an den Grenzen um endliche Werte ah, so ändert sich dadurch das Integral 
dieser Funktion nicht. 

Biemanns klassisches Beispiel. Biemann bezeichnet mit (x) 
eine Funktion von x, die den positiven oder negativen Überschuß von x 
über die nächste ganze Zahl angibt, die aber den Wert Null hat, wenn x 

sich von der nächsten ganzen Zahl um iy unterscheidet. Wir wollen 

dafär r{x) schreiben. Die Funktion r(nx), in der n eine ganze Zahl ist, 
ist (wir betrachten sie im Intervalle von bis 1), überall wohlbestimmt, 
an den Stellen 

^"~ 2n' 2n' 2~n' ' * *' 2w 

ist sie unstetig, und zwar ist an einer solchen Stelle 

Von dieser Funktion machen wir uns zunächst für den Fall n = 5, 

also von der Funktion y = r (5 a;), ein graphisches Bild. Es besteht aus 

/ / / / / Stücken gerader Linien , die unter arctg 5 

^ ^ X ^ X ^ /^ X y/^y y gegen die x Achse geneigt sind. Zu diesen 

"^ Stücken kommen noch die einzelnen Punkte 
für a; = 1 : 10, 3 : 10, 5 : 10, 7 : 10, 9 : 10, die auf die x Achse faUen. 
Es ist 







r{nx)dx = 0, 



wenn m eine ganze Zahl ist, weil zu jedem kleinen Intervalle ein anderes 
gehört, in dem der Integrand das entgegengesetzte Zeichen hat, so daß sich 
die Beiträge dieser Intervalle zum Integral gegenseitig zerstören. Inte- 
griert man von bis \m — -~\ : w, so ist das Integral gleich 1 : 8n. Da 

zwischen (m — y j : w und ( w + yj : n r{no^ ^ nx — m ist, so findet 
man, wenn x zwischen (m — y) • w ^^^ (^ + "2 ) • ^ li®8^; 
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X X 

Jr(nx)dx = ^ +J r(nx)dx - y (^p - J)*- 



t 



Zwischen und 1 : 2n ist das bis x erstreckte Integral gleich y^x'. 
Zwischen 1 : 2n und 3 : 2n ist das Integral gleich 

wird also graphisch dnrch ein Parabelstück dargestellt. Die Parabel hat 
ihren Scheitel im Punkte 1 : fi. Der Wert des Integrales wiederholt sich 
periodische die graphische Darstellung der Integralfnnktion wird demnach 
durch die nachfolgende Figur dargestellt 





Tri rt m n^ 



Nun bildet Riemann die unbedingt f&r jedes x konvergente Reihe 
f(x) - r{x) + —^ + -gr- + • • • + -^ + "'f 

die eine wohlbestimmte Funktion darstellt^ die aber in jedem noch so 
kleinen Interralle unstetig ist. Ist nämlich x^p:2nf wenn p und 2n 
keinen gemeinsamen Teiler haben, so hat dort f{x) einen bestimmten 
Wert. Es ist aber dort; wenn über m summiert wird, 

f{x + 0) ^2j -iü^ +2j (2111 + l)«n« - 

^ ^(^) "~ 27»« 2lf (2m + i)« ^ f^^^ ^ leTT»' 

Da f{x±0) überall existiert, so ist die Funktion integrabel. 

Die Funktion ist nach einem Prinzip gebildet, welches dem Hank ei- 
schen Eondensationsprinzip der Singularitäten ähnlich ist. Hat die 
Funktion g){x) an der Stelle o? •» irgend eine Besonderheit, ist sie z. B. 

unstetig, oder existiert f{±,0) nicht, so hat die Funktion vi^'^^jt ^ 

der p und n ganze Zahlen sind, dieselbe Besonderheit an der Stelle jp : n, 
und die Funktion 
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^A-i) 



haiy der Art nach, diese Besonderheit an den Stellen p :n, wo p alle ganzen 
Zahlen durchlaufen soll; die kleiner als n und teilerfremd zu n sind. Die 
Reihe 

f{x) = q>(x) + ^^{x) + %(x) + . • . + *,(^) + • • •, 

die unbedingt konvergent ist, stellt eine wohlbestimmte Funktion dar^ die, 
der Art nach, die Besonderheit von tp{x) im Intervalle • • • 1 in jedem 
noch so kleinen Gebiete unendlich oft besitzt. Dies ist das Prinzip von 
Hankel. 

34) Beispiele für Auswertung durch passende Teilung in 
Teilintervalle. 

a 

wird gefunden, wenn man a^^a^^y d = |^(6:a) setzt, und n über alle 
Chrenzen wachsen läßt. Dabei soll < a < & sein. 
Das Poissonsche Integral 



w{r) = / lg (1 — 2r cos x + r^) dx 



wird dadurch gefunden, daß man das Intervall • • • 1 in gleiche T e il » 
Teile teilt, und die Wurzeln der Gleichung r*" — 1 = in Ansatz bringt. 
Es ist w{r) =» M?(— r), w(r) « 0, solange r < 1 ist, w{r) ^nlg r^, wenn 
r > 1 ist. Daß auch für r » 1 hieraus das richtige Resultat folgt, kann 
erst später gezeigt werden, weil der Integrand lg 2 {\— cos x) för a; — 
unendlich groß wird. Stellt man die Funktion y ='w{x) graphisch dar, 
so ergibt sie zwischen — 1 und + 1 einen Invariabilitätszug. 

Beweis. Das erste dieser Integrale läßt sich aus der ersten Definition 
des Integrales ohne weiteres auswerten. Als Beispiel für die Methode soll 
es trotzdem hergeleitet werden. Es ist, wenn k eine positive ganze 
Zahl ist, 

h ^__^ (A =n — 1 



'(«-1) 



^u^US - 1) ^*^^ = (fe*^^ -a*^')(.>-l ) 
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worin mit n zur Grenze oo überzugehen ist. Da f&r diese Grenze d » 1 
wird, 80 folgt 

6 

foi^dx - (6*+i- a*+^) : (t + 1). 

a 

Es ist leicht zu erkennen, daß mit a zur Grenze Null übergegangen 
werden darf, und daß, wenn man das Integral in zwei Integrale über 
Teilstrecken, deren eine Grenze Null ist, zerlegt, der Punkt Null auch in 
dem Intervalle a • • • 5 Uegen darf. 

Beim Poissonschen Integrale teilen wir das Intervall • - n in 
n gleiche Teile, und erinnern zuvor daran, daß die Gleichung t;'** — 1 » 
die Wurzeln 

± 1 , cos -^— + i sm -z — 

hat, die k und 2n — h entsprechenden Wurzeln sind konjugiert. Für k 
ist 1, 2, • • •, n — 1, n -(- 1, • • •, 2n — 1 zu setzen. Es ist 

n 

J lg (l — 2r COSX + r') dx 

- lim ^ [lg (l-ry+ lg (l -2rco5^ +r*) 

+ lg(l^2rcos^+r^)+-' + lg(l--2rco8^^ + r')] 

^lim^[lg{l^ry+lg'j^]^w(r). 
Ist r < 1, so folgt 

Tt 

\ {\-2rcosx + r^dx = lim |. {%, i^ + ^(1 -r»«)) = 

Ist r > 1, so schreibe man 
ft 

J^{l--2r(x>8X + r^)dx^Um~\^lgy^\ + lgr^-+lg^ 

— lim -nlgr^^xlgr*. 

Später, wenn erst Integrale mit unendlich groß werdenden Integranden 
definiert sind, beweisen wir das schon Euler bekannte Resultat, daß das 
Poissonsche Integral für r = 1 den Wert Null hat, so daß also die auf- 
gestellten Formeln auch für r — 1 richtig sind. — Stellen wir das 
Poissonsche Integral graphisch dar, r als Abszisse, w^y als Ordinate, so 
erhalten wir eine Kurve, die zwischen und 1 einen Invariabilittttszug hat, 
deren Ordinate Ton da ab monoton wie 2 % lg r ins Unendliche verlauft. 



n 

f' 
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35) Der erste Mittelwertsatz und seine Erweiterung (§ 26, § 27) 
bleiben bei der Summendefinition des Integrales bestehen. 

Wir beweisen den Satz sofort in der allgemeineren Form. Es sei g) 
zwischen a und b entweder niemals < 0, oder niemals > 0. Wir setzen 
natürlich voraus, daß q) und f • (p integrable Funktionen seien. Alsdann 
ist, in gelaufiger Bezeichnung, 

b 

ff'q>dx^ lim2{%^i - %)f{%) 9> K), 



und da die q>{a^ alle das gleiche Zeichen haben, so ist nach Satz 18) 

a 

b 

a 

Ist f{x) zwischen a und 6, oder auch nur zwischen a + und 6 — stetig, 
so kann man schreiben: 

b b 

ff' v-dx^ f(a + S (6 - a))fg>(x) dx, 

a a 

WO I ein echter Bruch ist. 

Unter einem Mittelwert zwischen g und G versteht man jeden zwischen 
diesen Zahlen gelegenen Wert, unter dem Mittelwert versteht man die 

Zahl|0/+G). 

36) Ist f{x) zwischen a • • • 6 integrabel, so ist 

X 

w\{x) = / f{x) dx 

a 

für jeden Wert x des' Intervalles stetig. Es ist 

w{x + h) — w{x) «y f{x) dx — y f{x) dx — J f{x) dx . 

a a X 

Dieser Ausdruck ist aber nach dem Mittelwertsatze h proportional, 
woraus die Stetigkeit folgt. Der Satz gilt auch für ein negatives h, 

37) Ist f{x) eine stetige Funktion, so ist der Differentialquotient von 

X 

w(x) ^J f(x)dx 



Ableitang nach der oberen Grenze. 2& 

schlechthin fix), und es existiert also eine stetige Funktion^ deren Ableitung^ 
fix) ist. Sonst aber ist w'{x)'^^f{x + 0)y w\x)''^f(x — 0) und es existiert- 
demnach, wenn f unstetig ist^ keine Funktion^ deren Differentialquotienfc 
schlechthin fix) wäre. Ist f{x + 0) bzw. fix — O) nicht Torhanden, so 
kann man nicht ohne weiteres sagen , daß der Differentialquotient von 
w{x) nicht existiere, denn in dem Ausdrucke wix -{-li) — w{x) ^ hf{x + Sä) 
ist 5 nicht ein willkürlicher, sondern ein unbekannter Bruch. Die Fimktion 

X 

wix) — / (2a; sin cos — ) dx = x^ sin \- a^ sin — 

— « 

hjat an der Stelle ic — den Differentialquotienten Null, aber f(± 0) 
existiert nicht. 

Beweis des Satzes. Ist 

w(x) ^J f(x)dx, 

a 

60 folgt (h kann auch negativ sein) 

X 

wenn g die untere, G die obere Grenze von x im Intervalle x + *-• x + h 
ist. Existiert f{x + 0) (bzw. f{x — 0)), so ist der Grenzwert für ab- 
nehmende h gleich f(x + 0) (bzw. f{x — 0)\ Es ist demnach 

iv\x)^^f{x + 0), w{x)'^f(x--0), 

und wenn f{x) stetig ist, schlechthin w'{x)^f{x). In diesem Falle ist 
w{x) eine stetige Funktion, deren vor- und rückwärtsgenommener Diffe- 
rentialquotient überall fix) ist, und wenn wipc) mit x — a verschwinden 
soll, so gibt es nur diese eine Funktion (§ 22). 

Ist fix + 0) an der Stelle rc^ von f(x) verschieden, so gibt unser 
Summenintegral eine stetige Funktion, deren vorwärtsgenommener Diffe^ 
rentialquotient dort fix^ + 0) und nicht fix^) ist. Ist das Snmmenintegral 
vorhanden, f(x) aber unstetig, so gibt es keine stetige Funktion fv{x)y 
deren vorwärtsgenommener Differentialquotient überall fix) wäre, sondern 
nur eine solche, deren vorwärtsgenommener Differentialquotient f{x + 0) 
ist. Ahnliches gilt in be2ug auf den rückwärtsgenommenen Differential- 
quotienten. 

Aus beiden Integraldefinitionen (§ 28, § 29) ergibt sich: 

wi^x) - ti;(a) = Um 2{%^i - %) (Pf. + i,^G^ -ff^)), 
w(x) -wia)^ Um 2i%^, - %) iff^+ i^'iG^-9^)), 



fn^ 
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worin die |^ bestimmte unbekannte^ die |^' willkürliche echte Brüche 
sind, die auf die g^^ fallen dürfen. Die zweite Definition aber ergibt an der 
Stelle Xq vorwärts den Diflferentialquotienten f(xQ + 0), also muß die erstere 
Definition auf denselben führen. 

Wenn aber f(xQ±0) nicht existiert, so kann doch, wie wir sahen, 
ein bestimmter Differentialquotient vorhanden sein. 

38) Das Quadrat einer integrablen Funktion ist integrabel. Das 
Produkt zweier integrablen Funktionen ist integrabel. 

Es ist ohne weiteres ersichtlich, daß die Summe integrabler Funk- 
tionen eine integrable Funktion ist und ebenso das Produkt einer inte- 
grablen Funktion in eine Konstante. — Nun sei zunächst die untere Grenze g 
der integrablen Funktion f(x) nicht negativ. So ist die kritische Summe 
des Integrales (nach § 18) 

b 

(x) dx = lim 2{%^x - %) (GJ - ^) 

«Km^(a^^i-a^)(ö^ + (7^)(G^-<7^) 

£2Glim:2(%^i-%){G^-9,)' 

Die letzte Summe ist die kritische Summe des Integrales ff(x) dx, und 
also nach der Voraussetzung Null, so daß f^(x) integrabel ist. 

Jetzt sei die untere Grenze g von f(x) negativ. So ist f(x)—g stets 
positiv, und es ist, wenn f(x) integrabel ist, auch 

integrabel. Da 9,her g^— 2gf(x) für sich integrabel ist, so muß auch 
f^{x) integrabel sein. 

Jetzt seien f(x)y <p(x) integrable Funktionen, so sind auch 

(fix) + g>{x)y^P(x) + fp\x) + 2 fix) q>{x), 
(f{x)--ip{x)y^r+ip'-2fq> 

integrable Funktionen. Ebenso ist die Differenz dieser Funktionen, also 
ist f' q) eine integrable Funktion. 

39) Ist im Intervall a • • • 6 überall f{x) ^ fp(x), so ist 

b b 

J f(x) dx ^ J (p (x) dx . 

a a 

Die Richtigkeit des Satzes folgt aus der Ungleichung 

'—q))dx>0. 
Anwendung auf das Wallis sehe Produkt. 



f<f- 
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Im Intervalle • • • -^r ist sin^x > sin"^'^^{x). Setzt man 

1 
% 

T /"-«mJ «136 2w— 1 

«^, « = j ««* " * rfa; - y y. ^ • ,- • . ■ -2^ , 


1 

i 



hm^i^ f sin^'^-^^xdx ^ -^ ^ 



8 4 2ifi + l' 





80 folgt e^j«-! >e^8m>«'fm+i- 0*1^^8 schUeßt man 

n A -^ A A A 

2 "* 1 * 8 ' 8 ' 5 * 6 * ' * ' 

Die ausführlicheVe Herleitung findet man in jedem Lehrbuche der 
Differential- und Integralrechnung. 

40) Zweiter Mittelwertsatz. Ist Ton den beiden integrablen Funk- 
tionen f{x), g>{x) die erste monoton^ so gibt es eine solche (unbekannte) 
zwischen a • • • & gelegene Zahl Cy daß geschrieben werden kann, 

6 c fr 

ff{x) q>ix) dx - f(a)fq>ix) dx + mf<pix) dx 



c o 

=- /*(« + 0)fq>(x) dx + f{b — 0)f(p(x)dx. 



Die Allgemeinheit der Untersuchung wird nicht besckrankt, wenn 
man a < & voraussetzt, weil ein Integral ungeändert bleibt, wenn man die 
Grenzen vertauscht und das negative Zeichen Torsetzt. Wir wissen (§ 32), 
daß f{x±0) überall existieren, es kann aber f(x) von f{x — 0)y f(x + 0) 
yerschieden sein. Wenn wir b'>b und q>(x) zwischen b und b' gleich 
Null, f(x) zwischen b (einschließlich) und b' konstant annehmen, so ist 

6' b 

jM^i^) d^ -ff(^) 9> W dx. 

a a 

Die Fimktion ^> wurde als int^rabel vorausgesetzt, f ist wegen der 
Monotonie integrabel, und also auch das Produkt f • 9. Die Teilintervalle 
der Summendefinition nehmen wir als gleich groß, gleich d = (6'— d) : n 

an. Dann ist 

b' 

ffq>dx^^f(a + d(i)(p(a + d^)d + £^, 

a 

WO A mit wachsenden n gegen Null konvergiert. Hierfür schreiben wir 
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Sf(d) ip{a) + df(a + d) {tp(a) + (p{a + S) - <p(a)) 

+ df{a + 2d)(q)(fl) + ip(.a + S) + <p{a + 2if)-(p(ß)-q>{,a + d)) + - 
+ 8f(a+ (id) (ip(fl) + q>(a + d) + --- 

+ <p(.a + (lö) - tpifl) — ip{a + d) q){a + (i — lö)) + •• ■ 

+ Sf(a + 'ir^lS){ip{a) + ip{a + Ö) + ■•■ 



+ ip(a + n — 18)-(p(a) g>(a + n — 2i)) + A 

= S{f{a)-f(fl + S)) <p(a) + d(f{a + S) -f{ß + 2*)) (<p(a) + 9(0 + <J)) + 



+ d(/(a + w-2d)— /■(a+«-ld))(9)(a) + 9)(a+d) + -. -|-9»(a + n— 2d)) 
+ df{a-\-n^iS){^(ß)\+ 9(a + d) + • • • + ^(o + M-ld)) + A 

o + rf 

- (/■(<»)- A« +*))( /v (»)<?« + A, ) 

a 

a + ScT 

+ (f{a + 8)^na + 28)) [fq^{x)dx + A,) + • • • 

a 

a + n^lrf 

+ {f{a + ^a^2i) - /-(a + ^^=1 <J)) j/^W rfa; + A„_i ) 

a 

6' 

+ f{a + ^^ (J) \fip{x) d« + A,) + A. 

Die Größen A^, A^, • • •, A„, A streben ftir wachsende n säiätlich der 
Ghrenze Null zu. Nun haben die Differenzen /"(a + ft — ld) —/"(a + fid) 
einerlei Vorzeichen und folglich ist die Summe, abgesehen vom letzten 
Gliede, nach 18) gleich der Summe der Differenzen 

2f(fl + ^^U)-f{a + (,S) = f(a) - f(b') 

multipliziert mit einem Mittelwerte der Integrale plus einem Mittelwerte 
der A. Da aber das Integral eine stetige Funktion ist, so läßt sich der 
Mittelwert der Integrale in die Form setzen 

J <p{x) dx ==J q>{x) dx =J q>{x) dx, 

a a a 

WO i und I' ein echter Bruch ist. Die Summe 

konvergiert für wachsende n gegen NulL Beachten wir, daß 
ist, so folgt nun für die Grenze n = oo 
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ff(p dx - (/-(«) -f(jb))f<p(x) dx + mftpix) dx 

a a a 

a + «(6-a) b 

- fip)f9 W dx + f{h)ffp ix) dx . 

Da sich der Wert des Integrales nicht ändert, wenn man f{cL) durch 
/*(a + 0), ((h) durch fip — O) ersetzt, so kann man auch schreihen 

b e b 

f(pix)f(x) dx « f{a + 0)fq>{x) dx + fQ) - 0)fq>{x) dx. 

a a c 

Wir werden den Nutzen dieses Satzes, der zuerst von du Bois-Rey- 
mond yeröffentlicht worden ist, bald kennen lernen. 

41) Partielle Integration. Aus der Identität 

«—1 /< — 1 n — l /M — 1 « — 1 n — 1 n — 1 

10 10 

schließt man 

b b b X b X 

Jf(x)dxfip {X) dx -f(f{x)f<p{x) dx) dx +f((p(x)ff{x) dx) dx. 

a a a a a a 

Ist ^{x) stetig und setzt man 

X 

J(p{x) dx - i(;(x), t(a) = 0, 

a 

so folgt 

6 6 6 a; 

i>Q))ff{x) dx --ff{x) t(x) dx +f(t'(x)ff{x) dx) dx . 

a a a a 

Hierfür kann man auch schreiben 

6 6 b X 

(*(6) + C)ff(x) dx -ff{x) {i,{x) + C) dx +f{^'{x)ff{x) d«) dx, 

a a a a 

woraus folgt, dafi die Annahme ^(a) » überflüssig ist. 
Wir setzen zimi Beweise 

a + fi6 /f — l 

ff{x)dx = ^df{a + vS) + F^, 

a 0(v) 

fq>{x) dx =2" ^^(o + »-*) + <l>^, 

a 0(») 

fu"f{.a + l^ä). Vu-fia + l^S), S-.{b-a):n, 
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dann ist 

b X b X 

f{f{x)fip {x) dx) dx +^f(<p(x)ff{x) dx) dx 

a a a a 

n — 1 a-^jiii n — 1 a-f-/{J 

=2 ^f^fvi^)^^ +^S<pjy{x)dx + e, 

lifi) a 1 a 

WO s mit d gegen Null konvergiert. Dies ist gleich 

n — 1 /"— 1 n—1 /<— 1 

l(^,) o(v) 100 o(v) 

Dies ist, nach der oben angeschriebenen Identität, gleich 

n — 1 ^—1 «—1 /< — 1 n — 1 n — 1 

100 O(i') 10/) 0(r) 1 1 

» — 1 n — 1 n — 1 n — 1 n — 1 

0(ju) 000 

Die Produkte f^^f^, ^fi^fx werden beliebig klein, wenn n über alle 
Grenzen wächst, und also wird jeder Mittelwert Wl{f^0^) von /"^O^, und 
folglich werden die Summen 

n-l n-1 



mit wachsenden n beliebig klein. Ebenso wird d ^Sf^ip^ beliebig klein, 
weil f'(p als integrabel vorausgesetzt ist. Gehen wir nun mit n zur Grenze 
Unendlich über, so folgt 

b X b X h b 

a a a a a a 

wie oben geschrieben ist. 

Läßt man die untere Grenze a fort und ersetzt die obere durch Xy so 
gewinnt man die übliche Formel 

X XXX 

ff{x) ^(a?) dx « ^{x)ff{x) dx —j{^\x)ff{x) dx) dx, 

in der aber links und rechts eine noch unbestimmte additive Eonstante 
zu ergänzen ist. Sie wird erst durch Annahme einer unteren Grenze zu 
einer bestimmten. 

Welches sind nun die Bedingungen der Gültigkeit der partiellen 
Integration in der Form, die den DiflFerentialquotienten tlf\x) enthält? Es 
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muß ^ das Integral einer integrablen Funktion sein, und ^\x) muß 
diese integrable Funktion sein. Für die Anwendungen genügt es zumeist 
anzunehmen^ daß i){x) schlechthin differenzierbar sei, und daß ihr Diffe- 
rentialquotient eine stetige Funktion von x im Integrationsintervalle sei. 

42) Beispiel Man hat, solange x zwischen und 1 liegt, die Formel 

dig{i + yi^^ ^^) ^ 1 __z:^ _ ^} ^ 

^« "" 1 + yi~^ «* yi^'x* « x}/! —X* 

Aus ihr folgt 

J xyl — ic* 
Femer ist 



/, 



YT--X 
und durch partielle Integration 

/Igx r ^ - rf^ •= — ^^ yi — a;* + / ^ ""^ dx 
y 1 — a:' J ^ 

^ — y\-'X^lgx+ I — -''f-dx 
J «yi — Ä* 

^-Yl^x^lgx + yi-x^ + lgx-lgil+yi-x^), 

Nun sei < a < 6 < 1, und die Quadratwurzel werde als positiv voraus- 
gesetzt, so ist 

6 

^ ^ ^ 1 -I- |/l _ a« 

l + yi— 6'^ 1 + yi — a« ^ * ^ ^l + yi-a» 

und für h=\, (der Integrand ist fQr « =.= 1 endlich), 

a 

Da limxlgx'^0 ist, wenn x gegen Null konvergiert, so ist das 
Integral eine stetige Funktion von a für abnehmende a bis a =» ein- 
schließlich. Setzen wir also a = 0, so erhalten wir 

1 
xlgx 



Jyi-x 





^^dx^lg2-l. 
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43) Das Potential eines homogenen Rechtecks. Unter 25) 
fanden wir für das Potential eines Linienstückes in der dortigen Lage nnd 
Bezeichnung den Wert 

r=lg{a^x + Yix^ay + (y- riY + ^r») 

- lg {V{x+ay+(y-rjy + 0' - x - a) 

— ^ 7^ ^W + g — a? 1 i^ r(—a) — a-x 
"""2 ^yr{a)+x — a 2 ^ r(r-a) + a + x' 

<Jeben wir der Linie die Breite drj, so gibt / Vdr^ zwischen den Grenzen 
— b und + b genommen, das Potential U eines homogenen Rechtecks, 
dessen den Koordinatenachsen parallele Seiten die Längen 2 a und 2 b 
haben und dessen Mittelpunkt der Eoordinatenanfang ist, auf einen 
Punkt xy0. Es ist demnach das Potential U gleich 

1 ^^ r(a)-{-a — Xj 1 Z*, r( — a) — a — Xj 

-b -6 

Beide Integrale sind Yon gleicher Form, man erhält das zweite aus dem 
ersten , wenn man darin a durch — a ersetzt. Wir suchen das Integral 

flg Äh4 dt, =. flg ri^f+J« -? d(L, 

J ^ r{a)^A ^ J ^ r{a) — a-\-x ^^ 

in dem a — x ^ A, '»? — y =». f* ist, auszuwerten. Durch partielle 
Integration folgt 

/L r{a ) -f- A j _ 7 f{<^) + ^ C C'^dii , / * fi'dft 
^Vidy^^^^"^^^ r{a)--A J r{a){rm+A)^J r{a){r{a)-A) 

f^ ^ r(a) — ^ ' J r{a) J (/i« + z^ r(a) 

Für die letzten Integrale liefert die elementare Integralrechnung bekannte 
Formeln, die man durch Differentiation leicht verifizieren kann. Es folgt 



ß 



lg ; , . du=^ ulg ) i . + Älg ; , ^ — 20 ardg —~ , 
^ r(a) — A ^ ^ ^ r(a) — A ^ ^ r(a) — in ^ zria) ' 



/' 



{a) — A^^ ^^^r{a) — A ' ^ "^ r(a) - fi '^ ^ ^ zr{a)^ 

^9 --) [ A dri^iri — y) lg ) [^ — j h (» — ^) lg -7- ; , — 

^ r{a) — A ' ^ ' ^^ ^ r(a) — a-^-x * ^ ^ ^ r{a) — tj + y 

o ^ (<* — ^) (^ — y) 



Nimmt man das Integral zwischen den Grenzen — 6 und + b und zieht 
noch den zweiten Teil von U in Betracht, so erhält man das gesuchte 
Potential. Setzt man zur Abkürzung p* = a* + /J^ + y^ und 
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80 ergibt sich 

2ü'^0(a — x, 6 — y, a) + (i>(a + x, h-y, z) + <t>(a — x, b + y, e) 

+ <i>{a + x, b + y, z). 

44) Ist f{x) zwischen a . . . 6 endlich und integrabel, so folgt aus 
der Summendefinition 

b b 

limj f(x) sin coxdx ^0, limj f{x) cosoxdx^Oj 

a a 

WO das Zeichen limes bedeutet^ daß o über alle Grenzen wachsen soll. 
Beweis. Es sei 

OJ <Xi it> 

^ii{^) ^ f fipÖ sinmxdx — / f{x) sinaxdx + / f{x) sin(oxdx, 

CO CU CO 

Ein Mittelwert einer Funktion in einem Teile eines Intervalles ist zu- 
gleich ein Mittelwert im ganzen Intervalle. Ist g^ die untere, G die 
obere Grenze von f(x) im Intervalle 2fijr : co ... (2/a + 2)ä:(d, so ist 
nach dem ersten verallgemeinerten Mittelwertsatze 

I shiioxdx 



I f{x) sin CHX dx + 1 f(x) sh\ 

i/irt:a) {ßft + l)Tt'.oi 

Vf. {Gf, — g^))J sin oxdx + (ff^ + il,{G^ — gfS)J sintox dx, 

YflTtltO {ßfjl+l)7t:(0 



und folglich ist, wenn |^, |^, |^' echte Brüche sind, 

J'Ä^) = (Slu+i!,{Gf,-g^)) yjr: (D - (sif, + ^l!iG^ — gf.) y ^r : a> 

== (^M - 1« ) {(^h—9h) y « : ßJ = l,.{G^-9f,) n : co. 

Zerlegen wir nun das Intervall a , . .b in Teilintervalle von 2ft;r : cd 

bis (2|Lt + 2);r:(D, so folgt 

b 

^((o) = J f{x) sin wa; = ^ J^ + A, 

a 

wenn die Summe über alle (positiven oder negativen) (i erstreckt wird, 
für die J^ ein Teilintegral des Gesamtintegrales ist. Die Größe A rührt 

Thomae, Bestimmte Integrale. 3 
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von den an a und b anstoßenden kleinen Interrallen her^ wenn kein Teil- 
punkt auf sie fällt. Demnach ist, weil Um A — ist, 
b 

f{x) sin a>x dx = lim ^^ ^^{^^^-9^) f = ^ 5^ iß^-9^ ^ , 





S' 



WO I ein echter Bruch ist. Da nun f{x) als integrabel vorausgesetzt 
wurde, so hat unsere Summe, als die kritische Summe, den Grenzwert 
Null, womit der Satz erwiesen ist. Der Beweis för das zweite Integral 
mit cosfox ist dem gegebenen analog. 



45) Das Integral 



1 



n^)-J''L^~ä. 



stnx 



nähert sich f&r wachsende positive o dem Werte y ä. lim T((o) ^ — jc. 
Ist CD » 2n + 1; so folgt dies aus der Formel 

^^^"^^^^^ ^ 1 + 2 cos 2x + 2 cos Ax + 2 co86x + ' " + 2 cas2nx 
8%nx ' ' * ' ' 

und ist daraus leicht fär allgemeine co abzuleiten. — Die obere Grenze 
kann durch b ersetzt werden, wenn < 6 < « ist. — Es folgt zunächst 

T(2n + 1) - I Ä, lim T(2n + 1) - | sr. 

Ist o =- 2n + 1 + 2s, — 1 < 26 < 1, so ergibt sich 

1 

T{(o)^T{2n+\) + 2j~^oos(o'xdx, cd'-o-«, 

und also nach dem voraufgehenden Paragraphen, 

lim T{a)) = -— ;r. 

Ist < 6 < Ä, so ist 

1 1 

f'j'^dx^ r?^^ dx+f?^^^dx. 

J sinx J fftnx ' j stnx 

b 

Geht man nun mit o zur Grenze oo über, so findet man aus 44t) 





^^/"sl^x' <**-T«' 0<6<«. 
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46) Differentiation eines Integrales nach einem Parameter. 
Ist w{x,y) diejenige stetige Funktion ^ deren Differentialquotient nach x 
f{Xyy) ist, so ist 

d dw{x,y) _ d dw{x,y) _ df{x,y) ^, v 
dx cy ~ dy ex "^ dy '^ftK^^y)^ 

wenn sich die Differentiationen vertauschen lassen. Ist außerdem dw{x,y) : dy 
und ist f^(x,y) eine stetige Funktion yon x, so folgt 



hv(x,y) r dfjx.y) 
dy ^J dy 



dx 



Die Eigenschaft einer Funktion ^ daß sie eine Vertauschung der 
Differentiationsreihenfolge zuläßt, wie dies hei analytischen Funktionen 
der Fall ist, kann Ton anderen Eigenschaften ganz unabhängig sein. 
Soll irgend ein schwierigeres Integral darch die Methode der Differentiation 
nach einem Parameter ausgewertet werden, so ist w(Xyy) zunächst un- 
bekannt und erst wenn die Integration gelungen ist, kann nachträglich 
erkannt werden, ob die Reihenfolge der zweiten Differentiation ver- 
tauschbar ist. Das Kriterium ist demnach wenig befriedigend. Gleich- 
wohl wollen wir zunächst ein Beispiel der Auswertung nach dieser Methode 
geben und erst nachher die genaueren Bedingungen für die Richtigkeit des 
Satzes geben. 

47) Beispiel der Auswertung durch Differentiation. Für 
positive y ist 



/ a^ dx^ — r-r • 



Weiter sei 





1 






Die Funktion 

ist eindeutig, wenn der Logarithmus reell genommen wird. Für x=^l 
ist (a^—x^):lgx gleich y — a, der Integrand ist fftr a? =- 1 endlich. Die 
Zahlen y, a wurden zunächst als positiv reell angenommen. Sind sie 
komplex, so muß der reelle Teil positiv sein. 

3» 
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Beweis. Eb ist 



1 
^ ^J^dx^^^, J-Cy) - %,(! +y) + C, 



J(o) = 0, %/(a + l) + C7-0, C--i9(l+a), 

.^(y) - Ml +y) - MH-«) - fe' ^- 

Wir wollen das Int^ral auf den Fall ausdehnen, dafi y, a bis zu — 1 
(exklusive) herabsinken. Wir setzen, e als positiv vorausgesetzt, 

c 

Durch Integration zwischen den Grenzen a und y folgt 



./•.(y)-^ 



l+y /t*+» 



Das letzte Int^ral wird^ weil 1 + y positiy ist; mit abnehmenden b be- 
liebig klein. Schreibt man nun hier, wo der Integrand f ür rc = un- 
endlich groß wird, mit Dirichlet 



/ 



i 1 

V- 



-, dx =» lim I —j dx, 

« 

80 folgt, daß, wenn nur y> — 1, a> — 1 ist, die Gleichung statthat 

J Igx ^l + a 



48) Beispiel eines Integrales, das nicht unter dem Integral- 
zeichen differenziert werden kann. Wir bilden folgende Funktion 
f{Xy y). Es sei 

f{Xj 1) =« (1 — a?*) absxy x^r costp, y ^r sin (p, /'(O, 0) = 0. 

3 9 

f{x,y) =- f(r cos(p,rsin(p)^0, -^^^^<-^^y 
F{y)^jf{x,y)dx, ||: » -i/W) rf.. =/o • rfx - 0? 



-1 
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Die Fnnktion f{Xf y) hat die Eigenschaft, daß fSr jeden Wert von x 
zwischen — 1 und + 1 

isi Also liefert die Differentiation unter dem Integralzeichen 



+ 1 +1 

'-Jfix, y) dx -ff,{x, 0) dx - 0. 



-1 


-1 
7 , . 


\ 


19%,' / /ri* ^ 


/X 





Unter dem i der Figur ist die Zahl Eina sa Tertielien. 

Andererseits aber ist 

+1 +1 +1 +1 

J}(a?, h)dx^Jf(iy ^)^^ "^ ^/a^. 1)^^ - 2hJ{x-x')dx - -i- Ä, 

so lange h positiv und kleiner als Eins ist. Das Element mn nämlich 
liefert zu dem Integrale 

ffix,l)dx 

-1 

den Beitrag wn f^^\x, 1), wenn f^^^{x, 1) den Wert von f{x^ 1) im 
Punkte m ist. Das Element WW liefert zu dem Integrale 

+1 

ff{x,h)dx 
-1 
den Beitrag 

WWf^'^^x, h) ^ 'mrn'f^'^\x, 1) =- Ä wn/'<«)(a?, 1), 



weil 

isty imd also ist 



/•('"')(ir, h) = f^^){x, 1) 

+1 +1 

hff{x, 1) dx ---ffix, h) dx. 



-1 -1 

Bilden wir nun den Grenzwert der Differenz 

+1 +1 



^\ff(x,h)dx-ff{x,0)dx}^^(^h-0)~^, 

-1 -1 
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80 ergibt sich^ daß derselbe nicht Null sondern y ist. Dabei hat 
(n^iy)\ fjjj. j^jjg ^ einen Wert, f{x,h) ist integrabel, gleichwohl er- 
halten wir durch Differentiation unter dem Integralzeichen ein falsches 
Resultat. 

Das Beispiel, das Harnack in seiner Differential- und Integralrechnung 
(Seite 282) gibt, ist nicht einwandfrei. Harnack betrachtet das Integral 

1 

^ (y) =,/V (^* + y*) ^^ • 



Es ist 

d(xlg{x'+y^ + 2yarctg^) 

^ ^^ - 2 + lg{x' + y^), 



dx 
lg{x* + y^)dx ^ — 2x + x lg(x^ + y^) + 2yarctg^, 



ß 

1 
Jlg(x' + y«) da; = - 2 + Igil + y») + 2y arctg y - «-(y), 



Der erste Ausdruck ist für j^ » 0, wenn y abnehmend Null erreicht, 
gleich jty der zweite soll Null sein. Es ist aber für a; = 0, y = der 
letzte Integrand keine wohlbestimmte Funktion, weshalb der Schluß be- 
denklich erscheint. 

49) Aus der Gleichung 

b 

w{x,y + h)'-w{Xyy) ^ r f{x,y + h)-'f{x ,y) ^^ 

h J Ä 

a 
b b 

^fU{x, y) dx +f(f,{x, y + m- f,ix, y)) dx, 

a a 

in der S ein echter Bruch ist, folgt, daß die Differentiation unter dem 
Integralzeichen zulässig ist, wenn das Integral 

b 
fH{x, y) dx, H{x, y) =- f^{x, y + ^h)- f^(x, y), 

a 

für abnehmende h gleichmäßig gegen Null konvergiert. Dies ist ins- 
besondere an der Stelle y^ dann der Fall, wenn in dem Gebiete 
a ' ' ' X ' ' 'b, yo' ' ' y ' ' ' yo+ Sy sofern nur vorwärts differenziert werden 
soll, oder y^ — * • • • y • • • y© + ^7 wenn schlechtbin differenziert werden 
soll, /i {Xf y) eine stetige Funktion von x, y ist. 
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Hier ist zanächst yorausgesetzt, damit der Taylorsche Satz (27) an- 
wendbar sei^ daß f^{Xy y) für jedes x des Interralles a • * • 6 eine stetige 
Funktion von y sei. Dann aber soll die Gültigkeit des Satzes erwiesen 
werden^ wenn fi(x,y) eine stetige Funktion von x und y ist (17). In 
diesem Falle läßt sich ein bestimmtes h so [angeben^ daß 

^(^,y + 6Ä)-^, (a?,y) 

durchgehend beliebig klein wird, oder^ wie wir oben sagten^ gleichmäßig 
gegen Null konvergiert^ und es wird daher für lim A » 

a a 

50) Vertauschbarkeit der Differentiationsreihenfolge. Ist 
in einem Gebiete T 

eine stetige Funktion Ton x und y^ und ist ebenda 

stetig, so ist /ij=-/ii- 

Beweis. Es mögen die Zahlen Xyy m T liegen, so ist 

J fit («» y) t'« - ~J fi(x, y) dx 

a a 

wenn wir annehmen, daß f^ix^y) in T existiert. Differenziert man das 
Integral vorwärts oder rückwärts nach x^ so folgt 

und wenn f^^ stetig ist 

/i>(^;y)-/ii(^,y)- 

Dies sind zwar ausreichende aber nicht notwendige Bedingungen für die 
Vertauschbarkeit der Differentiationsreihenfolge. 

51) Sind a, 6, f{Xy y) gleichzeitig von y abhängig, so ist, wenn 
unterm Integralzeichen differenziert werden darf, 

6 b 

^J/'(^,y)^^=--/*Ky)^ + A^y)a|+J A(^>y)rf^ 

a a 

Dabei ist vorausgesetzt, daß f{Xj y) bei a und b stetig ist. 
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52) Substitution. Ist x^q>{y) eine differenzierbare Funktion von y^ 
die monoton sich von a bis h ändert^ wenn y das Intervall a - - - ß durch- 
läuft, so ist zwischen den Grenzen a- - »b 



ff{x)dx^ff{fp{y))<p'{y)dy. 



Vor dem Beweis ein paar Beispiele. 

Durch die einfachen Substitutionen 2x fär x^ und ein andermal 



-— Ä — ic findet man 

2 



1 1 

lim I Igsinxdx^ lim j \lg2 + Igsin — x + Igcos-^ x\dx^ Y^^Y^ 

Ums — 0. 
Durch die Substitution x^tgq> findet man 

71 

n T 





4 





I 

Beweis. Um die Untersuchung nicht zu komplizieren, nehmen wir 
an, daß g)(y) im Intervalle a ...h schlechthin differenzierbar sei, und daß 
9'(y)»^(y) eine stetige mithin integrabele Funktion sei, ist 



9(sf) " ^ +j ^(y) ^y- 



Da q)(y) monoton ist, so entspricht jedem Werte a^ zwischen u 
und ß ein einziger Wert a^ von x zwischen a und b. Das Umgekehrte 
ist nur dann der Fall, wenn qp(y) gani8 monoton ist. Weiter ist 

Das Integral ist eine stetige Funktion seiner oberen Grenze und es wird 
deshalb «^^.i — ä^ mit a^+i— «^ beliebig klein, wird direkt Null, wenn 
^/i^fi+i in einen Inyariabilitatszuginterrall fallen, wenn aber die Teil- 
intervalle Uft-'-aft^i das Intervall cc"'ß vollständig bedecken, so be- 



Sabstitution. 4 t 

decken auch die IntervaUe a^ - - - a^^^i das Interrall a- "h vollständig. 
Nun ist 



ff 



worin die echten Brüche g^ durch die echten Brüche rj^^ völlig bestimmt 
sind. Wir schreiben weiter 



// 



Setzen wir zur Abkürzung 
so folgt 



// 



f(9(yd *(.y) dy 

- lim 2f{a^ + 5/. (»/< + 1 — <»/-)) (a^ + 1 — O/.) 

Der Grenzwert der letzten Summe ist aber (18) Null, so daß sich ergibt 

Jf{v^))v\y)äy^ff{x)dx, 

a a 

w. z. b. w. 

Wird die Substitution indirekt gegeben , etwa durch eine Gleichung 
X(a:, y) = 0, die durch a: = a, y = a; ä; = 6, y = /J befriedigt wird, so 
muß man sich überzeugen, oh auch x das Intervall a • • • 6 durchläuft^ 
wenn y von a bis /3 wächst. Auch ist die etwa vorhandene Mehr- 
deutigkeit der Funktion x als Funktion von y zu beachten. Auf Ver- 
nachlässigung solcher Überlegungen beruht der bekannte Scherz, nach- 
zuweisen, daß jedes bestimmte Integral den Wert Null hat. Es sei 

(fl? — a)(a? — 6) — y, y — 0, a? = a; y — 0, a?«6. 
So folgert man falschlich (vgl. § 77) 



ff{x)dx^ff{x)^.dy = 0. 
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53) Durch eine lineare Substitution kann man die Grenzen a, b auf 
gegebene andere a, ß zurückfüliren. Setzt man 

p — a ' ß — a ^ 

X monoi 
demnach 



p — a ' p — a 

SO läuft X monoton Ton a bis 2), wenn y yon a bis ß läuft. Es ist 



a a 

Ist speziell 

/} = a, a = &, x^a + b — y, dx^ — dy, 

80 folgt 

b a b 

ff{x) dx - ^ff(a + b-y) dy ^ff[a + b^x) dx. 

ab a 

Setzt man 

1 1 , dy 

y ' ^ « ' y" ' 

so ändert sich x mit y monoton^ und man erhält 

6 6 a 



Hier sind zwei Fälle zu unterscheiden. Enthält das Intervall a • • • 6 die 
Stelle a? « nicht so dui-chläuft y das endliche Intervall von 1 : a bis 1:6, 
und die Formel ist ohne weiteres richtig. Enthält aber das Intervall a • • • 6 

die Stelle 0, so durchläuft y das Intervall (1 : a) oo ■ • • (1 : 6). Die 

Formel bleibt auch in diesem Falle richtig, doch muß, um dies nach- 
weisen zu können, erst das Integral mit unendlichen Grenzen definiert sein. 
Man schreibt, wenn a < < 6 ist 

6 -i; 6 

/f{x) dx = Um f f(x) dx + lim f f(x) dx 

a a » 

-Uf, 1:6 



l:a 1:« 



lia 1:6 

Wir werden aus dem nächsten Kapitel erkennen, daß dies zulässig ist. 
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Integ^rftle mit unendlichen Grenzen. 

54) Wegen der Zerlegbarkeit eines IntegrationsintervalleB genügt es^ 
bei Sätzen über Integration zwischen unendlichen Grenzen nur eine Grenze, 
etwa die obere als unendlich groß anzunehmen. Definition 

j f{x) dx = lim j fix) dx = lim J((o), Um © =« oo . 

a a 

Ist cd' > O; so ist das Integral yorhanden, wenn man, was auch 
cd' > (D sein mag, o so groß annehmen kann, daß 

fmdx 

beliebig klein wird. — Die Zahlen J{(o), J{(o\ J(p"), • • • nähern sich 
dann nach elementaren Sätzen der Arithmetik einem bestimmten Wert, 
wenn ©, od', cd", • • • über alle Grenzen wachsen. 

55) Es sei q{x) eine di£Perenzierbare von einem bestimmten x an 
monoton gegen Null strebende Funktion, wenn x über alle Grenzen wächst, 
während q'{x) die gleiche Eigenschaft hat. Ferner sei f(x):Q'(x) ^ (p{x) 
eine mit wachsenden x endlich bleibende Funktion, so ist 

0»' w' oi' 

ff{x) dx -^fq){x) q\x) dx - M^q^x) dx = M(q{(d') — q(<o)) 

CO tu 10 

wenn M ein Mittelwert der Funktion q)(x) ist, beliebig klein, för hin- 
reichend große (D, das Integral existiert und heißt unbedingt konvergent. — 
Es ist leicht zu erkennen, daß der erste Mittelwertsatz auch für ein un- 
bedingt konvergentes bis ins Unendliche erstrecktes Integral gilt. 

56) Der am meisten vorkommende Fall ist der, in dem q(x) ^x"^, 
q'{x) ^ — x'^'^a gesetzt werden darf, wenn a eine positive Zahl ist. 
Die Funktion f{x) wird dann, wie man sagt, in einer um ein Angeb- 
bares höheren als der ersten Ordnung, in der a^°^ Ordnung, unendlich klein 
für wachsende x. Es ist dann das Integral ff{x) dXy wenn es von a 
bis ins Unendliche erstreckt wird, unbedingt vorhanden, unbedingt kon- 
vergent. 

57) Das Integral ist auch unbedingt konvergent, wenn bei a > 0, 

Qi^) - Q9n (^))'% q(^) --cc:xlgxlglgx'-^lg,^, (x) {lg, {x))'^^ 

gesetzt werden darf. Die Funktion f(x) wird dann für wachsende x eben- 
falls in einer höheren Ordnung als der ersten unendlich klein^ aber die 
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Ordnung ist nicht durch eine Zahl darstellbar^ sie ist niedriger als 1 + 6, 
wie klein auch € sein mag. 

Da (Ig^ ix)Y : rc* bekanntlich för jedes noch so kleine positive £ ver- 
schwindet, wenn x über alle Grenzen wächst, so sagt man, es werde 
(Ig^ (x)y zwar unendlich groß, aber nicht in einer (durch eine Zahl) an- 
gebbaren Ordnung. 

58) Aus der Formel 

dx 
leitet man durch Trennung des Reellen und Imaginären die beiden weiteren ab 
d -— e" ^'(p cos qx — q sing x) __, 



Daraus folgt 



/' 



•«-"-«««zrfa; e-^<.P£2i«?|^ii*L15L + _ 



P 



l>* + 9' ^P' + 3»' 



/' 



Vp'sinixdx^^e-P^^ <icosq<o+p^nq. q_ 



Man sieht hier ohne weiteres, daß man o über alle Grenzen wachsen 
lassen darf, wenn p positiv ist. Es folgt fQr |7 > 



«e «0 

Ce-^' cos qx dx =- p^, , A"'' sin qx dx = p^ 



«•" 



59) Ein ins Unendliche erstreckte Integral kann zuweilen auch einen 
Sinn haben, wenn die allgemeinen Kriterien nicht erfQUt sind, wenn es 
nicht unbedingt integrabel ist. Das Integral 



AD 

J ({sin ix) : x^) dx 



hat z. B. einen Sinn für jedes positive s. 

Es ist ja nach dem zweiten Mittelwertsatze (§ 40) 



OJ 



sin ix j 1 awl© — cosIcd" , 1 cosi^'—eos^to 
— — ÄO? = — 1 + j 



X m ^ © 



S ^ «'• s 



wo (o" zwischen o und m' liegt. Dieser Ausdruck wird mit wachsenden 
OD beliebig klein. 
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Dieser Satz gilt nebenbei bemerkt auch für komplexe e ^ a + ßi^ 
wenn nur a positiv ist^ also für das Integral 



00 00 00 



lgx)dx 



Ist speziell £ » 1 , so erhalten wir ein interessantes und wichtiges 
Integral. Es sei ^ positiv, so ist 

J^ ä^ _ j!^ dx - J«Jf dx ^-C\' dx - r% dx + A, 

CO 

wo A mit wachsenden cd gegen Null konvergiert. Ferner ist^ wenn man x 
durch ox ersetzt 



f 



— dx=^ I dx= I —. dx 

X J ^ j **^^ ^ 

ü 

1 1 

/8in(ox j , C 
^nx ^ J 



8tnx — x j 
smmx . dx. 

xsinx 





Mit Rücksicht auf 44) und 45) ergibt sich hieraus für positive | 

00 00 

C'^dx-J'^l^dx^F{^)^\n, F(-^) F(^, F(0)-0, 



Man stelle die Funktion rj ^ F(^) graphisch dar. 

60) Dirichlets diskontinuierlicher Faktor. Es ist 

r^nxcos^x^^^l^ r^iniX±Mdx + \ f'-^^^^^^^dx. 



Setzt man dieses Integral gleich jP(|) » ri (man stelle 17 = J*(|) graphisch 
2 



dar), so ist 1? =- y ^j wenn S zwischen — 1 und + 1 liegt, 1^ = wenn 5 



außerhalb dieses Intervalles liegt, aber 7i^-j7t wenn | = ± 1 ist. Dirichlet 

hat in den Abhandlungen der Berliner Akademie von 1889 mit Hilfe 
dieses Faktors das Potential eines homogenen Ellipsoides ausgewertet. 

61) Die Integranden sin (a:*), cos (x^) werden im Unendlichen nicht 
unendlich klein, gleichwohl läßt sich ein Integral über sie ins Unendliche 
erstrecken. Denn es werden die Ausdrücke 
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I sin (a?*) drr = Y / ^^ da?, /co5 (a?*) rfa? = -" / ^^ ^^ 

CO • W* W Ol* 

mit wachsenden o beliebig klein. Später ergibt sich, daß beide Integrale 

von bis cx) erstreckt den Wert YvY ^ ^^^^^- — ^^^ a>0 und a>0, 
so ist das Integral 

«0 00 00 

/c* COS (e*) , r dsin^ __ Csin (^) dx sin (c**) 

a a a 

konvergent, obschon der Integrand ffir wachsende x unendlich groB in un- 
endlich hoher Ordnung wird. — Die Formel wird durch partielle Inte- 
gration hergestellt. 

62) Ist f(x) eine Funktion, die graphisch definiert wird, daß y^'fix) 
zwischen n und n + w^*'* durch ein gleichschenkliges' Dreieck dargestellt 
wird, dessen Höhe gleich 2n^ ist, (ft^l), die aber sonst überall gleich 
Null ist, so ist 

00 

ß(x) da; = 1 + ^ + i + • . . + i + • • • + = I «». 

1 

Das Integral ist vorhanden, obschon der Integrand im Unendlichen 
unendlich große Werte besitzt, und sein Zeichen nirgend wechselt. 

Ersetzt man f{x) durch f(x) + (1 : a?^, so erkennt man, daß es zur 
Existenz des Integrales nicht einmal nötig ist, daß der Integrand für 
irgend einen Wert von x verschwindet. 

63) Lemma. Es sei v=Vn und 

tl;(x) nlg(l-'-)-x^^ + ^, + "' + -^ + • • -, 

^^^ ^\ n/ 2n' 8n' ' ' mn 

so ist 

^nig (i- ^j +x^ ^ ^ (1 -eV'(*)) : eV'W 

— ♦W-{i+?§+^+-):(i+*W+«^+fi"'Ä+-)— *»ft 

und fi ist für positive x kleiner als Eins. Ist nun x ^ Iv, wo A ein 
echter Bruch oder 1 ist, so ist fär ein großes v 

a6sv(e-*<')-l)-r^V(Ai/)-,i(i^+^, + ^+...)--i, B<1. 

64) Enthalt ein Integrand einen Parameter, von dem auch eine der 
Integrationsgrenzen, etwa die obere abhängt, und mit dem Parameter 
gleichzeitig ins Unendliche wächst, so muß die Zulassigkeit eines Grenz- 
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Überganges; der den Parameter über alle (Frenzen wachsen läßt, besonders 
erwiesen werden, selbst wenn sich der Grenzübergang formal leicht voll- 
zieht. Hierffir ein Beispiel. — Es seien ab positive Zahlen, n eine ganze 
Zahl, so setzen wir v — V(n) und 

J(a, b, n) - /> (l - f ; (l - ^Ydx - P, + Q„ 

'.-/•(»-^rci-v)'"'. «.-/•('-v)'(i-v)"''- 

Behalten wir die Bezeichnung von 63) bei, so ist 



Ist 6 ein echter Bruch, so folgt aus dem ersten Mittelwertsatze und 
mit dem voraufgegangenen Lemma 

J'«-/>(i-^)^-'rf* + (e»')-(i-^)V»'«:v. 

Der letzte Ausdruck werde mit d^ bezeichnet, er nähert sich, weil 
{ßvY : e^ immer unterhalb einer bestimmten nur von a abhängenden Zahl 
bleibt, mit wachsenden n der Null beliebig. 

Jetzt schreiben wir 

P„ - Cx'er'dx + fx'e-'fh. - J)*— 1\ dx + d, 
lud schließen daraus ffir wachsende n 

00 

Um P^ = y x^ e-'dx, 



denn das daß zweite Integral für wachsende n verschwindet, ist leicht 
erkennbar. 

Nach dem zweiten Mittelwertsatz ist, wenn v zwischen v und n liegt, 

«. - (i-i)7--(i -f r^-+ ■ /v (1 -^p. 

-/"('-^)jV(i_5.)W 
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Das letzte Integral verhält sich wie eine Potenz von i/, während der 
Yoraufgehende Faktor sich wie €~^ verhält. Daraus geht hervor, daß Q^ 
für wachsende n sich der Null beliebig nähert. Wir gewinnen so den Satz 

n 00 

lim /a;'*(l — — j dx^ I x^e'"dx^faca 



ist eine bestimmte von h unabhängige Größe. Der Nachweis dieses Satzes 
fär den Fall, daß a, h komplexe Zahlen mit positiv reellem Teile sind, ist 
nicht wesentlich schwieriger. Dieser allgemeinere Fall ist in den Göttinger 
Nachrichten von 1906 Seite 504 behandelt. 

65) Differentiation nach einem Parameter. Ist f(x,y) unbe- 
dingt ins Unendliche integrabel, gibt es also eine wie unter 55) bestimmte 
Funktion Q(x)f so daß fp{x)=^f(x, y) : q\x) für wachsende x endlich bleibt. 

Ist femer 

dq^{x,y) df(x,y):Q(x) _ „ /„ ,a 
"fy dy "^^^^^ ^^ 

in jedem noch so großen Intervall für x, und in dem Intervalle y^ — S 
his ^0 + * ®^°® stetige Funktion von x und y, und unbedingt ins Unend- 
liche integrabel, so ist 

a a a 

wenn y in der Umgebung der Stelle ^g liegt. 

Beweis. Es ist, wenn y filr y^ geschrieben wird, 



F(if + h)-F(y) 



.UmJ^Jf^dx + lj!!lf{^^^^ - -^) dx 



a a 

Das zweite Integral setzen wir gleich 

j\^m^ - '-^) dx +f(<p,ix,y + VO-<p,^x,y)Wix)dx. 

a Ol 

Hierin können wir nach den gemachten Annahmen o so groß annehmen, 
daß das zweite Integral beliebig klein wird, dann h so klein, daß das 
erste beliebig klein wird. Der Grenzwert von (F(y + h) — Fiy)) : Ä, der 
Differentialquotient des Integrales ist demnach das Integral über den nach y 
differenzierten Integranden. 
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Diese Bedingungen könnten durch etwas weniger beschrankende ersetzt 
werden, genügen aber dem praktischen Bedür&isse. 

Sollen nicht unbedingt konvergente Integrale nach einem Parameter 
differenziert werden, so muß die Znlässigkeit besonders untersucht werden. 

66) Das Integral 



F(if) -/ 



dx 

X 

6 



ist für jedes positive y unter dem Integralzeichen differenzierbar, woraus folgt 



Die Integrationskonstante wurde dadurch bestimmt, daß man y ^ l 
setzte. 

67) Ist der Integrand er*'^ sin qx : x, so sind die Bedingungen 65) 
ebenfalls erfÜUt. Man erhält, so lange y > ist, unter Berücksichtigung 
von 20), wenn q positiv ist, 

TPr ^ fe'^'sinqx , ^^(y) /* ., . , 
F(y)^J ^^— ^rfa;, -g^^-Je-^'sinqxdx 



q' + y*' 



Die Integrationskonstante erhält man dadurch, daß man y über alle 
Grenzen wachsen läßt. Da y positiv vorausgesetzt wurde, so ist es frag- 
lich, ob man hierin y » setzen darf. Die Znlässigkeit ergibt sich durch 
den Nachweis, daß das Integral eine stetige Fimktion von y für positive 
y bis y =- einschließlich ist. Dadurch erhält man noch einmal das 
Resultat, das unter 59) gegeben ist. 

Dazu ist also nachzuweisen, daß 



/ 



sin qx dx 





mit abnehmenden y gegen Null konvergiert. Die Funktion {e~^' — l)ix 
gleich 



y 



^*yT J.2 ^1.2-3^ 



ist für positive xy eine monoton abnehmende Funktion, weil der Nenner 
schneller wächst als der Zähler. Also ist nach dem zweiten Mittelwertsatz 

Thomae, Bestimmte Integrale. 4 
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/ 



(5^y'-l 



r 1— c'"*' r 

sin qx dx =^ — y I sin qx dx -\ — — I sin qxdx 

Xn 



wo A ein echter Bruch ist. Das zweite Glied rechts konvergiert mit 
wachsenden cd gegen Null; das erste ist gleich — yS:^, wenn % ein echter 
Bruch ist. Der Ausdruck konvergiert^ w. z. b. w.^ mit abnehmendem y 
gegen Null. 

68) Das Integral 

00 00 

Fiy)-^ e'y^'^l dx~y r——,— dx 





genügt für y > den Bedingungen der Differentiation unter dem Integral- 
zeichen ^ so daß 



ist. Die Funktion F{y) verschwindet für keinen positiven Wert von y 
und es ist deshalb nicht bloß F{y), sondern auch lg F(if) eine stetige 
Funktion von y, so daß 

^MO 2, lgF(y) 2y + lgK, F(i,)^Ke-" 

ist. Die Eonstante K hat den Wert yl/^, kann aber erst später be- 
stimmt werden. Der Nachweis^ daß die Gleichung auch noch für y » 
richtig ist; wird wieder dadurch geführt; daß man beweist; daß das Integral 
eine stetige Funktion von y bis y » herab einschließlich ist. Da 
JP(-— y) — F(y) ist; so wird unser Integral graphisch durch eine Kurve 
dargestellt, die für y =- eine Ecke hat; der vorwärtsgenommene Diffe- 
rentialquotient ist also dort von dem rückwärtsgenommenen verschieden. 
Die Winkel, die die Kurve an der Stelle y = mit der positiven y-Achse 
(die hier Abszissenachse ist) einschließt sind ± arctg Ytc. 

Um die Stetigkeit des Integrales i^(y) an der Stelle y » nachzu- 
weisen; muß man zeigen; daß 

/"e-«*(e"^ - l) dx = fe^^i^^^^^ dx =- fe"^^-^^^- dx 



mit abnehmenden y gegen Null konvergiert. Es ist aber {l'—e^'^):3^^^ 
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nach der Schlußweise des § 68) gleich —y^'Xip^y), wo x(xy) eine monoton 
abnehmende Funktion ist. Nun können wir in den Integralen 

Ol 00 

-.y^ I e '^xi^y)^^+ / « ** ^^ — ji — - dx 

CO 

erst o so groß annehmen, daß wegen des Nenners x\ der zweite Teil 
beliebig klein wird^ dann y so klein^ daß der erste Teil beliebig klein 
wird. Daraus folgt die Stetigkeit. 

69) Die Untersuchung; ob ein Integral mit unendlichen Grenzen unter 
dem Integralzeichen nach einem Parameter differenziert werden darf, wenn 
die Bedingungen unter 65) nicht alle erfüllt sind^ ist zuweilen subtiL Es 
folgt ein Beispiel. 

Ist cosyxiQc^+x^) der Integrand, so ist das ins unendliche erstreckte 
Integral unbedingt^ der Differentialquotient aber nur noch schlechthin 
konvergent, und es ist deshalb eine Spezialbetrachtung notwendig. Es sei 



h 



00 

1 f*C08(y-{-h)x — C08 yx , 



€08 yx {cos hx — 1) — sin yx ain hx , 
x^ + k^ ^^ 



^ /^cosyx8in*-^hxdx ^ /»* . , . • i. x 
2 / ^ 2 1^ / srn xy {stn hx — hx) , 

hl x^ + k^ hJ x^ + k^ ^^ 



oa 



xsinyxdx 



Bezeichnen wir das erste Glied rechts mit P{h\ das zweite mit QQi)^ 
so findet man durch die Substitution x : h für x 

00 

/* sin}—xdx 



» 00 



— X 

* dx 



52 Integrale über unendlich grofi werdende Integranden. 

Hierin können wir nun zuerst m so groß machen^ daß der zweite Teil 
beliebig klein wird, und dann, wenn y von Null verscWeden ist, h so 
klein machen, daß nach 44) der erste Teil beliebig klein wird. Es wird 
demnach P{h) mit abnehmenden h beliebig klein. Dieselbe Schlußweise 
lehrt, daß auch Q(h) mit abnehmenden h beliebig klein wird. Es ist 
demnach 

00 00 

dFiy) d rcosyxdx r xsinyxdx 

~dy~ ~" dyj ~^+k*~ "*" J ~ä*~+F~' 

Mit diesem Satze werden wir später den Wert von Fiy) finden. 

Integrale über unendlich groß werdende Integranden. 

70) Wird die Funktion f{x) an der Stelle u zwischen a und & un- 
endlich groß, so definiert man nach Dirichlet das über f{x) von a bis h 
erstreckte Integral durch den Grenzwert 

b u — 9 h 

J f(x) dx = limj fix) dx -f HfnJ f{x) dx, 

a a « + 1; 

worin s und ri unabhängig voneinander der Grenze Null zustreben. Sind 
mehrere Unendlichkeitsstellen zwischen a und h vorhanden, so ist das 
Integral in mehrere Teilintegrale zu zerlegen. Es fragt sich, wann hat 
das so definierte Integral einen Sinn. 
Das Integral 

b -.«6 

/dx Cdx r dx h B 

— = limJ — + limJ -'-lgs-lya + lgb-lgi]^lg--\'1gj 



— a 



nimmt bei passender Wahl des Verhältnisses e : rj jeden beliebigen Wert 
an. Es ist nicht vorhanden. 

Nimmt man £ « 17 an, so erhält man den C au chy sehen Haupt wert. 

Ist m eine ganze Zahl, so ist für lim £, ?; = 

1 



/ 



— m-{- 1 — w + i — w + 1 ' — w + i 



Der Cauchysche Hauptwert existiert, wenn m eine imgerade Zahl 
ist, er existiert nicht, wenn m eine gerade Zahl ist. Im Dirichletschen 
Sinne ist das Integral in keinem der beiden Fälle vorhanden. 

Spricht man von einem konvergenten Integral, so denkt man, wenn 
nicht eine besondere Bemerkung angefügt wird, immer niir an die Dirich- 
letsche Definition. 
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71) Unbedingt konvergente Integrale. Ist q{x) eine Funktion, 
die monoton gegen Nnll konvergiert, wenn x der Zahl u zustrebt, während 
q'(x) monoton ins Unendliche wächst, und bleibt die Funktion 

(p(x)^f(x):Q\x) 

absolut genommen bis an die Stelle u unterhalb einer endlichen Grenze; 
so hat das Integral 

u 

fnx)dx 

a 

einen Sinn und heißt unbedingt konvergent Denn es wird, wenn f' < £ 
ist, und M einen Mittelwert von (p(x) bedeutet, 

ff{x) dx =-f(p{x) q\x) dx = MfQ(x) dx = M{q{u—b) - p(w-«')) 

für hinreichend kleine £ beliebig klein. 
Setzt man 

j.-fmdx 

a 

und bUden ^i^ £s> ' ' '; ^»^ * ' ' ®^® g^g^^ ^v31 abnehmende Reihe, so konver- 
gieren unter den gegebenen Voraussetzungen die Zahlen J^, «7^, • • •, «7'^, • - • 
nach bekannten Fundamentalsätzen der Arithmetik gegen eine feste Zahl J, 
die das Integral 

u 

ff{x)dx 

a 

ist. 

Ist (>(a:) — (aj~w)", 0<a< 1, p'« (a?— tt)*-*a, so sagt man, f{x) 
werde an der Stelle u in einer Ordnung unendlich groß, die um ein An- 
gebbares kleiner als die erste ist. Eine solche Funktion ist bis an die 
UnendlichkeitssteUe unbedingt integrabel. 

Ebenso wenn 

■ 

ist. Es wird dann f{x) an der Stelle u auch in einer niedereren als der 
ersten Ordnung unendlich groß, aber nicht in einer um ein Angebbares 
niederen. 

Die Untersuchung ließe sich durch Substitution auf den Fall einer 
unendlichen Grenze zurückführen. 
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72) Konvergent, obschon nicht unbedingt konvergent, kann ein Integral 
sein, wenn die Funktion in der Nahe der Unendlichkeitsstelle unendlich 
viele Maxima und Minima hat. Das Integral ist dann besonders zu 
untersuchen. Das Integral (&>0) 

b b 

I — '^ "~ / ^^ ^^^ dx + cos \c V -- rj cos \c'// 

kann bis zur Grenze ty =» erstreckt werden, obschon der Integrand an 
der Stelle NuU unendlich groß in unendlich hoher Ordnung wird. — Daß 
die Maxima und Minima entgegengesetzte Zeichen haben ist nicht durch- 
aus notwendig. 

73) Das Integral 

^x sinnig (sin^y 



ist zwischen und 1 einer Int^ration fähig, obschon der Integrand un- 
endlich oft, nämlich fQr jedes ganze m an der Stelle x ^liniüt unendlich 
groß wird. 

74) Ein weiteres Integral, dessen Integrand unendlich oft 
unendlich wird. Weitere Beispiele von Integralen, deren Integrand auf 
dem Integrationswege unendlich oft unendlich wird, und die doch eine 
Integration zulassen, sind schon länger bekannt. Ein sehr einfaches 



00 



lg 008^ X j 

- — I — ao; «= — ;r 



ist von de la Vallee-Poussin gegeben. Wir beweisen dasselbe mittels 
einer Partialbruchdarstellung der Punktion 1 : cos^x, Sie lautet 



mss 4-00 



cos*x ^j I , 2m4-l \* 
£b ist 



2i?H-l 



/Igcos^x^ 1 Clgcos^x^ 1 "^ T lg cos* ^^ ^ ^ 



-00 9m— 1 
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und wenn man x durch x H r — ersetzt 



n 
rigcoa^Xn^ 1 VI / lg9in}x ,^ 





1 



»" 



_1 ri^«n^^^_ A,«««^ 

2 J COS^X J COB^X 



Nun ist 

,/, 7 • » o \ o , Igsin^x jv lg sin* x 
a(tgx lgs%frx — 2x) — 2 + - — i 2 — -^— ^ — , 

und also 

/ ^^^ ^ dx^tgxlg sin^x — 2a; 



1 



J cos^x J x" * 



w. z. b. w. 

Es könnte noch eine Rechtfertigung der Vertauschung dea Integral- 
und Summenzeichens gefordert werden. Die hierzu dienenden Prinzipien 
werden gelegentlich der Fourierschen Reihen besprochen werden. Die 
Partialbruchreihe ist^ wie man es nennt^ gleichmäßig konvergent. 

75) Erweiterung der Substitution. Durchlauft o? — 9 (y) die Werte 
von a bis hf während y von a bis ß VkxxR^ so kann (p{y) unendlich groß 
werden. In diesem Falle ist die Substitution ohne weiteres zulässig. Es 
sei z. B. a; = Yyy so hat man, wenn s rj zur Qrenze Null übergehen, 

J fix) dx — limj fix) dx + limj f(x) dx 

— a — a q 

J »fy^ J 3f/y* ^y J 3-f/y« ^ 

Ist V > 1, SO ist in derselben Weise, so lange A + 1 > ist, 
1 1 

x^il-^x'^y^dx^— I X " (1— a;>"t7a?. 
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Entspricht nach der Gleichung X'^ <p(if) der Zahl y ^ ß-^rj die 
Zahl x^b — €f Bo ist für ein noch so kleines iy 



6-« J 

ff{x)dx^ff 



f{9(y))9ijf)dy, 

woraus ohne weiteres die Zulässigkeit der Substitutionen folgt. 

76) Andere Fälle der Substitution. Liegt das Intervall a • • • b 
zwischen A und B und ist f{x) zwischen AB integrabel, durchläuft a? — ^(y), 
wenn y von a bis y läuft, das Intervall a • • • c, wo c zwischen A und B 
liegt, durchläuft femer x das Intervall von c bis c' in entgegengesetzter 
Richtung^ wenn y von y bis / läuft, und durchläuft endlich x das Inter- 
vall von c' bis &, wenn y von y bis ß läuft, so ist 

h c c' b 

ff(x) dx "ff ix) dx +ff(x) dx + ff(x) dx 

a a e c 

-ff{<p(y))<p'iy)dy +fn<p(if))9iy)äy +ffi9(Jf))<p'(jf)dy 



■ß 



-J a<p(y))9(y)dy. 

a 

Liegt c außerhalb a* * -b, aber zwischen A und B, so kann nun </ 
auf b fidlen, so daß x als Funktion von y nur ein Maximum oder Mini- 
mum hat. In aUen diesen Fällen ist die Substitution zulässig. 

Durchläuft x das Intervall von a • • • c, wo c zwischen a und b li^, 
während a bis y läuft, wo y außerhalb a- - • ß liegt und durchläuft x das 
Intervall c- • -b, während y umkehrend von y nach ß läuft, wo ß auch 
gleich a sein kann, so kann man schreiben 

jf{x) dx -ff(x) dx +ff(x) dx "Jfifpiy)) q>'(y) dy +ff(<p(y)) <p'(3f) dx, 



Y 



obschon q>\y) an der Stelle y unendlich groß wird. Schreibt man hierfQr, 
wenn y < a, /3 ^ « ist, 

ff{x) dx ^ff{q>(y)) 9>'(y) dy +ff{fpiy)) q>\y) dy +Jf{tp(y)) q>'(y) dy, 

a a y a 

80 konnte es scheinen, als ob die beiden ersten Integrale rechts sich zu 
Null zusammenzogen. Da aber x '^ q)(y) zwischen a und y andere Werte 
durchläuft, als im zweiten Integral von y bis a, so hat q)(y) seine Be- 
deutung gewechselt, die Reduktion auf Null ist nicht zulässig und es ist 
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6 

fmdx 

a 

nicht gleich 

a 

Ein Beispiel dieser Art steht unter 53). Dort ist 

Wächst X von c bis 6, so ist dort das Vorzeichen der Wurzel um- 
zukehren. Die Funktion g)(y) ist mehrdeutig. 

77) Differentiation nach einem Parameter bei unendlich 
groß werdenden Integranden. Wird f{x,y) an der Stelle c zwischen 
a und b unendlich groß und ist f{xy) über die Stelle c hinweg integrabel, 
so schreibe man 

b r-e b 

I f(Xyy)dx^lim 1 f(x,y)dx + lim f f{x,y)dx. 

a a c + tj 

Genügt nun f{Xyy) bis in jede beliebige Nähe der Stelle c den Bedingungen 
der Zulässigkeit der Differentiation unter dem Integralzeichen, so ist 

c— • b c— « b 

a c + iy a c+i; 

WO f^i^^y) ^ df(x,y):dy ist. Im allgemeinen wird mm f2(x,y) an der 
Stelle c ebenfalls unendlich groß. Ist aber f^{x,y) ebenfalls über die 
Stelle c hinweg integrabel, so kann man mit Sy ri zur Grenze NuU über- 
gehen, und es ergibt sich 

a a 

Es kann aber auch fi(x,y) an einer Stelle unendlich groß werden, 
ohne daß dort f(x, y) unendlich groß wird, wie z. B. an der Stelle x ^ y^ 
wenn .^ 

f{x,y)--yix^-y 

b 

ist ( / yx — y • dx läßt offenbar Differentiation unter dem Integralzeichen 

a 

zu), es kann die Unendlichkeitsstelle c von y abhängen. Solche Fälle 
mögen der Spezialuntersuchung überlassen bleiben. 



58 I^ie Fouriersche Reihe. 



Die Fouriersche Reihe. 



Die trigonometrischen oder Fourierschen Reihen, die nach sinus 
und Cosinus vielfacher Bögen fortschreiten und in der mathematischen 
Physik eine hervorragende Rolle spielen, geben reichliche Gelegenheit zur 
Auswertung bestimmter Integrale. Sie haben Anlaß gegeben, die Theorie 
der bestimmten Integrale auf die Höhe zu heben, auf der sie jetzt steht. 
Dirichlet hat zuerst eine strenge Methode zur Behandlung dieser Reihen 
gegeben, und Riemann, dem wir die weiteste Ausbildung des Integral- 
begriffes verdanken, hat Dirichlets Untersuchungen zur schönsten Voll- 
endung gebracht. Natürlich haben auch noch später andere hervorragende 
Mathematiker sich um die Untersuchung von Einzelheiten verdient ge- 
macht. Einen ausgedehnten Literaturnachweis findet man in „A. Sachse: 
Versuch einer Geschichte der Darstellung willkürlicher Funktionen durch 
trigonometrische Reihen, Göttingen 1879, Dissertation^ 

78) Die älteste und zugleich heuristische Methode, zu den Fourier- 
schen Reihen zu gelangen, ist die von Lagrange. Obwohl dieselbe 
nicht streng ist, auch in gewissen Fällen, nämlich bei unstetigen Funk- 
tionen, zu unrichtigen Resultaten führt, und sich wohl nur unter der 
Voraussetzung der Periodizität, Stetigkeit und Differenzierbarkeit der zu 
entwickelnden Funktionen zu einer strengen machen läßt, so führt sie doch 
so sehr in das Wesen der Eoeffizientenbestimmung ein, daß sie als Ein- 
leitimg in die Theorie der tiigonometrischen Reihen nicht fehlen darf. 
Zuerst aber machen wir einen Versuch einer Funktionsdarstellung, der 
nicht zum Ziele führt. 

Hat eine Funktion f(x) f&r x = x^y rr,, x^, • • •, x^ die Werte bzw. 
^1, yj, yj, • • •, y„, so kann man eine ganze Funktion konstruieren, welche 
an diesen Stellen dieselben Werte hat, und zwar gibt die Lagrangesche 
Interpolationsformel für diese ganze Funktion den Ausdruck 

yi^(^ ) , y.A(^ ^ 4. ?!i^»J*) 

A(x) ^ X — Xi ' X — x^ ' ' - X — x^y \{^) = ^(^) • (^ — ^.u)- 

Kann man nun wohl dadurch, daß man die ^1^2 ' ' ' ^n iii^^er enger und 
enger aneinanderschließt zu einer immer genaueren Darstellung der 
Funktion f(x) gelangen, läßt dieser Ausdruck einen Grenzenübergang 
n =■ 00 zu? Selbst die Stetigkeit der Funktion f{x) vorausgesetzt, muß 
diese Frage im allgemeinen entschieden verneint werden. Ist nämlich die 

gegebene Funktion in einem Gebiete, etwa zwischen und y ä, eine ana- 
lytische Funktion, z. B. sin x, von da aber eine andere, etwa cos Xy so 
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lehrt die elementare Funktionentheorie, daß eine Potenzreihe^ und in eine 
solche würde die Lagrangesche Formel nach Umordnung durch Grenz- 
übergang übergehen, die zwischen und yÄ die Funktion sinx darstellt, 
dieselbe Funktion auch für alle weiteren Werte von x darstellt, für welche 
die Reihe konvergiert. WoUte man in der Lagrangeschen Formel n 
größer und großer nehmen, so würde es im allgemeinen an Formeln 
fehlen, die Koeffizienten der einzelnen Potenzen in einfacher Weise dar- 
zustellen, auch würde die Reihe im allgemeinen nicht konvergieren. 

79) Der Mangel einfacher Formeln für die Darstellung der Koeffi- 
zienten einer Literpolationsformel fällt fort, wenn man statt einer ganzen 
Funktion eine Summe von sinus zugrunde legt, deren Bögen Vielfache 
einer Veränderlichen sind, wenigstens wenn man die x^, x^, rr„ • • • äqui- 
distant annimmt. Ist das Litervall, in dem eine Funktion gegeben ist 
und durch Interpolation dargestellt werden soll^ a - "h, so läßt sich durch 
Einführung einer neuen Veränderlichen dieses Intervall a • - -b auf das 
von bis ^ reduzieren, weshalb wir von vornherein annehmen, daß eine 
Funktion in diesem Intervalle darzustellen seL Es werde also 

f(x) ^ a^ sin X + a^ sin 2x -\ + a^^^ sin (n — l)x 

gesetzt. Wir fordern, daß die Koeffizienten «i, «i- • •, fl„_i so bestimmt 
werden sollen, daß f(x) mit der Sinussumme für 

yc 2n (n — 1)« 

^ ti ' n ' ' n 

übereinstimmen solle. Die Sinussumme hat für 2; -» den Wert 0, und 
wird daher f{0) gewiß nicht darstellen, wenn dieser Wert von ver- 
schieden ist. Auch stellt die Summe eine imgerade, nach 2x periodische 
Funktion dar, während über f(x) außerhalb des Intervalles • • • ä nichts 
vorausgesetzt ist. 

80) Einige Hilfssätze der Trigonometrie. Bekanntlich ist 

2 sin asin ß^ cos (a — /J) — cos (a + ß), 
2 cos a cos ß ^ cos {a-— ß) + cos (a + ß)y 
2 sin a cos ß=^ sin (a + ß) + sin (a — /J), 
2 cos a sin ß =- sin (« + /?) — sin (a — /3), 

cosu — cosv ^2 sin ^(t« + v) «iw y (v — w) , 



cos M + C05 V =- 2 C05 Y (w + v) cos Y (m — v), 
sinu + sinv « 25m y(w + v) cos Y(ti — v), 
M — sm V =- 2 sin -ji^^'^) ^^ ö" (j^ + v). 



sin 
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Multipliziert man die Ileihe 

S^(d') ^cos^ + co8 2d' + [-cos (n— l)-»" 

mit 2 sin -r- ^, und ersetzt 2 sin -^ d" cos (id' durch 

'80 erhält man 

2 sm Y-9'S^('9') = sin^i^n — l)-»- - sin^d'. 

Ist nun •& nicht Null oder ein Multiplum von 2^, so folgt 

. 2n — 1 ^ 
1 **** — 2 — ^ 
cos ^ + cös 20- + h cos (w — 1)«- = ~ Y H T 

2«ny^ 

Diese Formel ergibt, wenn h ganz, aber nicht Null oder ein Multi- 
plum Ton 2n ist, 

COS— + COS— — + hCOS^^ -^ =- — -r-(l + COSÄÄ). 

Ist % =» oder ein Multiplum von 2n, so hat die Summe den Wert 
n — 1. Aus unserer Summationsformel folgt noch, wenn d' nicht NuU 
oder ein Multiplum von oe ist, 

Y^nW - Y^2n('Ö' + ») ^COSd' + COSa^+'-' + COS (2w— 1)^ 

4«n — -Ö" 4co« — ^ 

2 2 

Setzt man hierin d' ^hx: 2n, so folgt, wenn h nicht oder ein 
Multiplum von 2 na ist, 

cos r- + cos -5 h ' • • + cos ^^ ^ « 0. 

2n 2n ' 2n 

Wenn h ein Multiplum Ton 2n ist, so ist die Summe ± «, je nach- 
dem h ein gerades oder ein ungerades Multiplum von 2n ist. 

81) Die Koeffizientenbestimmung. Es bestehen die n — 1 Glei- 
chungen 

y./«\ • ip 1 . 2« , , . (n — l);c 

^w ^ ^1 ^^ n + ^ ^**";r + • • • + ^«-1 ^^^^—ir-' 

j^(vn\ , V7C . . 2v« , , . v(n — 1)« 

fir-^) = ^ ^*^Sr- + • • • + «n-i sin '—^--- • 
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Multipliziert man die v^ Gleichung dieses Systems mit 
2««^, für 1/= 1,2,3,...,«-!, 
und addiert dann, so folgt 

(V) iM) 

=• -^\C08 {k + ^n — cos {k — [f)^] y ^^f*- 

Es ist also A^i'^Oj wenn il von /i yerschieden ist, und 
A^^^n—l + ^{\ + cos 2ftÄ) = « , 
Und so ergibt sich 

und es ist a^ durch die gegebenen Werte der Funktion f Yollsiändig aus- 
gedrückt, und zwar in einer Weise, die, wenigstens formal, einen leichten 
Grenzübergang gestattet. Denn für wachsende n liefert der Begriff des 
bestimmten Integrales als Grenzwert einer Summe den Wert 

n 



%-^j f{l)smiildl. 



Daraus folgt aber nicht die Entwickelbarkeit von f{x)f und selbst wenn 
die Konvergenz erweisbar ist, so folgt auch dann noch nicht die Gleich- 
heit. Die Schwierigkeit liegt darin, daß der Ghrenzübergang ein gleichzeitig 
doppelter ist. Einmal wächst die Anzahl der Summenglieder, und zweitens 
nahem sich die Koeffizienten einem Grenzwerte, dem Integral. Eine ge- 
nauere Untersuchung des Grenzüberganges müßte für jedes n den Unter- 
schied schätzen lehren zwischen der Summe und dem Grenzwerte. Gleich- 
wohl schreiten wir dazu, einige Beispiele auszuführen, von denen sich 
einige in bezug auf ihre Richtigkeit auf andere Weise kontrollieren lassen. 
Ist f{x) eine endliche integrable Funktion, so folgt aus 44), daß die 
a^ mit wachsenden ft beliebig klein werden. Das genügt aber nicht zu 
einem Schluß auf die Konvei^enz der Keihe. Wenn wir gleichwohl dazu 
schreiten, Beispiele dieser Entwicklung zu geben, von denen sich einige 
a posteriori auch ohne Dirichlets Satz verifizieren, so behalten wir 
uns den strengen Nachweis der Gültigkeit vor, und nehmen zugleich noch 
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die Tatsache Yoraus^ daß die Fouriersclie Reihe^ wenn sie eine unstetige 
Funktion darstellt, an den Sprungstellen den Mittelwert zwischen den der 
Stelle unmittelbar voraufgehenden und nachfolgenden Werten der Funktion, 

den Wert y/^C^J-O) + -^/"(jj + O) liefert. 

82) Es soll die Funktion f{x) = 1 im Intervalle • • • ä durch eine 
Sinusreihe dargestellt werden. Dann ist 

n 
2 r , y ji, 2 C08117C , 2 ^ 4 



und es ergibt sich 

welche Reihe far a: = 0, x oflFenbar die Eins nicht darstellt, sondern den 
Wert Null liefert. Stimmt sie sonst zwischen und üt mit der linken 
Seite überein, so ergibt sie für negatives x zwischen und — sr den 

^ert - 1. Für rc = hat sie den Wert = y/'C-O) + y/'CO). An der 

SteUe 7C den Wert yA- ä + 0) + ~f(x - 0) = 0. Für o; - y :«: fließt 

aus ihr 

1 . 1,1 1,1 I 

y^=l-y + y-y + y-+.... 

Die elementare Fuaktionentheorie hat Mittel, diese Reihe zu veri- 
fizieren. Denn die Reihe 

^(l + O-%/(l-O = 20+y + y + T + --) 

konvergiert, abgesehen von den Werten ^=«±1; noch auf dem Eon- 
vergenzkreise, und stellt dort nach einem bekannten Satze von Abel und 
Dirichlet die linke Seite dar. Man erhalt fQr t — cos x + isinXy wenn 
X positiv ist, 

7.1 , •« c% '^^C08(2a + l)x + i8in(2a4'l)x 

(M) 

Für negative x erhält man als Wert der Reihe 



^^^i/(-Y^)-Y*^- 



Durch Yergleichung des Imaginären mit dem Imaginären, des Reellen 
mit dem Reellen erhält man einmal die Darstellung der Zahl 1 bzw. — 1 
durch die oben gefundene Sinusreihe, ein andermal eine Eosinusreihe 

1 , . 8 1 , cosSx , cosbx . 
-^Igctg^ — x-^cosx^ ^ 1 ^— H . 
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83) Nun wollen wir die Funktion t^{x) darstellen, die zwischen 
und n : 2n Null ist, zwischen n : 2n und 3» : 2n Eins, zwischen 3:r : 2n 
und 6oc:2n Zwei usw., zwischen (2n — l)^:2n und ^ gleich n ist. An 
den Sprangstellen mag sie gleich dem Mittelwei-t zwischen den unmittel- 
bar Yoraufgehenden und immittelbar nachfolgenden Werten sein, also bei 
X :2n gleich y- Dann ist 

7t:9n S7r:Sn n 

a^= — I I ' sin fi^ dl^ + I sin 11^ dl^ -i f- w 1 sinfi^d^, 

7K:2ii (2n-l)Tt:in 



— ö cos -~— + OC0S -£ h • neos LLX + neos ^-- 



- cos^-- + C05 -^ + . . . + eos—^/- + {r-iy^'n. 

Ist ft kein Multiplum von 2n, so ist dies nach 80) gleich (—1/+*«. 
Ist IL «=- 2ww, so ist der Ausdruck gleich — n + (— l)"*n, gleich für 
gerade w, gleich — 2n für ungerade m. Daraus folgt 

Insbesondere ist f ür n =- 1 

^ W - ^ r^ a; - s»n 25? + —3-- + — ^ ^ + — ^— + ...]• 

Diese Funktion ist Null, wenn x zwischen und -^ic liegt, Eins,, 
wenn x zwischen y ^ ^^^ ^ liegt. Für x ^y^ erhält man 

«.a')-i('-i+i-^+-i-+-)-f 

84) Soll die Funktion x zwischen und x in eine Sinusreihe ent- 
wickelt werden, so ist 



Diese Reihe für x konvergiert nach dem bekannten Satze, daß eine 
Sinusreihe konvergent ist, wenn ihre Koeffizienten fortwährend abnehmend 
gegen Null konvergieren, und die Zeichen entweder dieselben sind oder 
wechseln. Die Konvergenz ist jedoch keine absolute, auch erkennt man 
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sofort^ daß nicht überall die Reihe den Wert x gibt^ weil sie i^ x = n 
Null liefert. Stellt man sich die Kurve y = S{x) graphisch dar, so er- 
kennt man, daß, wenn die Reihe sonst zwischen und n wirklich x dar- 
stellt, sie für x^n den Mittelwert zwischen den unmittelbar der Stelle x 
voraufgehenden und der Stelle — n nachfolgenden Werten liefert. Wir 
flind hier wieder in der Lage, die Darstellung auf anderem elementarem 
Wege als richtig zu erweisen. Es ist 

=^r cosx — -^r^ cos2x -\- -^r^ cos^x — • '\ — • 
+ i \r sin x — y r* sin 2x + y r* sindx — • + - -Y, 

wenn t^rcosx + irsinx gesetzt wird. Daraus folgt nach dem Abel- 
Dirichletschen Satze, wenn man nur die imaginären Teile vergleicht, 
und wenn man r der Grenze 1 zustreben läßt und die Werte a; = ± ä 
ausnimmt, für welche der Grenzübergang unter dem Logarithmus keinen 
Sinn hat, 

1 , l-j-coax + isinx 1 , / 1 , . . 1 \ 1 

sin^x , 9in^x sin^x , 
^sinx 2— + -3 ^— + , 

also unser obiges Resultat. 

85) Nun werde die unter 33) nach Riemann definierte Funktion 

-die graphisch diurch einen sägeformigen Zug dargestellt wird, in eine 
Sinusreihe entwickelt. Aus 83) ergibt sich 

xmd es ist 



Ljr(^)m^grfg = 0, 



wenn ^ nicht ein Multiplum von 2n, insbesondere wenn ft ungerade ist. 
Es ist aber 

n 







Jri^)sin2mnldl^ 



(- !)"» + ! 
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Die unter 33) definierte unendlich oft unstetige Funktion 

die durch eine absolut konyergente Reihe gegeben ist^ die gliedweise 
Integration zulaßt^ wird durch eine Fouriersche Beihe von der Form 
dargestellt 

fi 

Zum Koeffizienten b^ liefern nur solche Glieder — j r C—j der Reihe 8 (—j 
einen Beitrags in denen n ein Teiler von ft ist. Setzen wir ^ — r • /^ so 
liefert das Glied -j r (— j zu b^ den Beitrag 

und wir erhalten den Koeffizienten b^, wenn wir die Summe der Bei- 
träge der Glieder bilden, deren n ein Teiler yon /i ist, wir erhalten also 
den Wert 

t' t 

worin die Summe über alle Teiler t oder t von (i zu erstrecken ist. 
Daraus ergibt sich die Gleichung 

oder 

86) Eine gleichmäßig konyergente Reihe darf gliedweise 
integriert werden. Sind (pi(x), ^%{x)^ • • •, 9^(a?), • • • im Intervalle 
a • • • & endliche integrable Funktionen, und ist die Reihe 

S{x) = q>^{x) + (f^ix) + • . . + (f^x) + . . . . 

gleichmäßig konvergent, d. h., läßt sich eine Zahl N angeben, so daß durch- 
gehend im Intervall a- - -b 

obs (9?iv+ 1 W + 9A'+a W H )<(i 

Thomae, Bestimmte Integrale. 5 
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wird, bei beliebig klein yorgegebenem 6, so ist 

b b b b 

J8{x) dx^J (pi(x) dx +J(Pi(x) dx-\ \-J (p^{x) dx-] . 

a a a a 

Denn es ist, wenn 

91 + <P2 + • • • + 9n(^) - ^«(^> 

gesetzt wird 

b b 

fs{x) dx ^fSjffix) dx + |<y(6 - a) 

a a 

b b b 

=J 9i(^) ^^ +J %(^) ^^ H \'f^if{^) dx + l6 (b — d), 

a a a 

WO g ein echter positiver oder negativer Bruch ist. Es unterscheidet sich also 

b 
f8{x) dx 

a 

von der Summe der ersten N Glieder der Reihe 

6 

fi a 

beliebig wenig, wenn N groß genug genommen wird, woraus zugleich 
folgt, daß die Summe der Integrale konvergiert, wenn S(x) eine integrable 
Funktion ist. 

Absolut konvergente Fouriersche Reihen sind gleichmaßig konvergente 
Reihen. 

87) Beispiel der Unzulässigkeit gliedweiser Integration. 
Ist eine Reihe zwar konvergent, aber nicht gleichmäßig konvergent, so 
kann das Integral der Summe von der Summe der Integrale verschieden 
sein. Es genügt, dies an einem Beispiele darzulegen. Die Reihe 



'^W —^ \l + m*x* 1 + (m +1)*W 



r/i = l 



konvergiert f ür a; — und jedes positive x gegen den Wert 2x:(l+ a^\ 
weil sich die Summe der ersten n — 1 Glieder von 2x:{l+x^) um 2xn:(l+n^x*^} 
unterscheidet. Der letzte Ausdruck konvergiert für jedes positive x mit 
wachsenden n gegen Null. Es muß aber, damit dieser Ausdruck kleiner 
als 6 werde, n größer und größer genommen werden, wenn x kleiner und 
kleiner wird. Ist z. B, 6 ^ 1 : N, wo N eine große ganze Zahl ist, so 
wird 2xN : (1 + N^X*) fÖr x*^l: N nahe Zwei, und es muß also n. 
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großer als N genommen werden, wenn der Rest kleiner als 1 : JV sein 
soll. Die Reihe ist nicht gleichmäßig konvergent Das Integral der 
Summe der ersten n — 1 Glieder von bis o; erstreckt, ist 

ardg o? — ardg v?x^ 

und der Gfrenzwert für n «» oo gibt ainig a;* — y ä; wahrend das Integral 
der Summe ardg o? ist. 

88) Es sei f(^ gleich x zwischen und -- sr, gleich « — a; zwischen 
Y^ und %^ wie stellt sich diese Funktion durch eine Sinusreihe dar? 

Es ist 

1 

n in 

fm sin fil dg -/l sin fL% d% +/(«-!) sin v^% d% 

Ol 

T« 

-/l «« ,i| dl + (-iy+>/l «n ,»1 dl, 



n 



, . 1 
4 «n — - ft « 

/•(g) sin /i| dl - — -,- a^„ 



-, V 4 /«tnj; stnSo; , «tnöo; ainlx . \ 
/^(^)-'i-(T« 3^ + -p 7^ + )• 

^(t)""T'"^\^ + 3» +6^ + ••7» "8 ""^ (2n+l)«' 

0(«) 

(Man stelle die aus Geradenstücken bestehenden Wellen graphisch dar.) 
Setzt man 

X-l + ^ + ^ + ;+i,+ ... 

= 1 + ^.+6^ + ^ + ---+t(i + ^ + F + ? + ---) 

SO folgt 



|^« + -fx, 



^-i + i + i + Ä + ^ + ---==T^'' 

und in ahnlicher Weise 






12 
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89) Ist f{x) = x{tc—x) zwischen und sr, so ist 



CL 



n 

^ i A(«-6) ^^ f*^ ^S = ^ (1 - cos fijt) 

'o 

(\ — 8 

^^^^f ^^+l-«(2^+l)» 

^ (^ - ^) - -iT (^'^ ^ + - 2 7 - + -i2r + -34r + • • ') 

82 \^ 8» ^ 6» 7» ^ 9» ' / 

Die graphische Darstellung gibt parabolische Wellen. 

90) In den beiden Beispielen unter 88) und 89) sind wir zu absolut 
konvergenten Reihen gelangt. Eine solche Reihe stellt eine stetige Funk- 
tion dar. Es sei 

8„(x) ^ a^ sin X + a^ sin 2x + ' ' ' + a^ sin nx, S(x) «- lim S^(x), w = oo. 
^abs a^ = s sei konvergent. So ist 

S{x+h) — S{x) =» ^% {sin (i{x+h) — sin (ix) 

=- 2 ^a^ sin — iihcosii {x+ y a) . 
Diese Reihe ist wieder absolut konvergent. Ist 

80 können wir, weil die Reih^ absolut konvergent ist n so groß annehmen, 

daß für jedes x und h B^(x+h) — ^n(p^) ^ Y^ wird. Nimmt man dann 
A < J : 4ns an, so ist auch 

und also 

S(x+h) - Six) = S^{x+h) - S^(x) + B„{x+h) - R^(x) < d 

wie klein auch d vorgegeben sein mag. Also ist S{x) eine stetige Funk- 
tion w. z. b. w. Dasselbe gilt, wenn man cos statt der sin setzt. 

91) Es sei f(x) = cos 6x, so ist zwischen nnd x 

cosöx^2j (^«-/> '-siniix. 

Setzt man x^^-^x so folgt ' 
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1^^^ ^-^ (2f*+l)«-<F« jLj^ ^v' \2|*+l-tf ^ 2^+1 + tf/' 



CÖ5y(y« ~ ^ ______ 



co8 — fsn 

womit eine Partialbrachdarstellung einer trigonometrischen Funktion ge- 
funden isty deren Untersuchung hier nicht weiter verfolgt werden soll. 

92) Zulässigkeit gliedweiser Differentiation der Sinusreihe. 
Unter gewissen Voraussetzungen über die Eonyergenz der formalen Ab* 
leitung der Sinusreihe ^a^ sin fix ^ S(x) an der Differentiationsstelle, 
also der Reihe 

s(x) =- 2^^u <^S V^^} 

glückt es, nachzuweisen^ daß 8(x) der Mittelwert zwischen dem yorwärts 
genommenen und rückwärts genommenen Differentialquotienten, also gleich 

-^8'{icf+ -^S'ix)" ist. Da 8{x) konvergieren soll, so müssen die Gh^ößen 

s„.i(a?) == «a„ cos nx + (n+l)ö«+i cos (n+l)x -j 

mit wachsenden n gegen Null konvergieren. Es sei p(f() eine mit wachsen- 
den (i derart über alle Grenzen wachsende Funktion, daß ^l:M9(f^) ^^^ 
absolut konvergente Reihe ist. Die zu machende Voraussetzung ist die, 
daß die Große s^^ 8,^ q{ii) mit wachsenden fi über eine bestimmte 
Grenze G absolut genommen, nicht hinausgeht Dann gilt der ausge- 
sprochene Satz. 

Die Zahl m werde so groß angenommen, daß die Größen ^^, ^m+i? Wsr" 
sämtlich absolut genommen kleiner als eine kleine vorgegebene Zi^ 6 
werden. Es ist 

S{x-\-h) — S (x—h) ^^ /*«/! C08 iix sin hfi 
2h ™ .^ V 

~ (5o~«i)-7r + (^i-^*) ~2r + (^"■*») -j?r + '" 

sink , /8tn2h 8inh\ , /sin 3h 8in2h\ 



stnh , /stn2h stnh\ , /stnSh 8tn2h\ , 

sinh , /sin2h sinh\ , , /8in(fn+l)h sinmhX , -ri 

n S^c /g*^(ft+l)^ siniih\ 



S{x+h)^S{x^h) , , ^ , p 

2Ä ™ *0 "T «OT "1 -"m^ 

worin s^ mit abnehmenden h beliebig klein wird. 
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Die Reihe R^ zerlegen wir in zwei Teile^ von denen der erste die 
ersten q Glieder von B^ enthält^ 

TV '^ri / 8in(ii + l)h «WftÄ\ 

WO q das größte in ;r:% enthaltene Ganze ist. iC enthält die übrigen 
Glieder Yon R^. Die Funktion sin x : x nimmt in den beiden ersten 
Quadranten^ wo ihre Ableitung negativ ist, monoton ab. Folglich haben 
in Km did Koeffizienten der Sf^ alle einerlei Vorzeichen, und man hat^ 
wenn man ?» + 2 = ?' setzt, nach 18) : 

TT = mr^ ^ ^/«inOt+l)Ä sinjih\ ««, > / 8tn{q + l)h 8%n(m+l)h\ 
iCm = ^^{ßf.)2j \ ö*+l)Ä W') ^^^^^ \(i+i)h (m+l)Ä ) ' 

Die Klammer ist absolut genommen kleiner als Zwei, und da der Mittel- 
wert 9R(«^) der Größen 5„^i, s^^^y • • •, s^^^ kleiner als 6 ist, und 6 be- 
liebig klein angenommen werden kann, so können wir sagen, Rm kann 
dadurch beliebig klein gemacht werden, daß man m groß genug an- 
nimmt. 

Es erübrigt noch iC zu betrachten. Es ist 

'sin (ju. + 1) Ä sin^h\ 






A* = «'+l 



In der ersten Summe sind die Klammem =» — l:(ft+l)ftÄ von einerlei 
Zeichen, und da qh nahe üt ist, so wird die Summe mit abnehmenden h 
und wachsenden q nach 18) beliebig klein. 
Es bleibt noch 



2 



• / I ^Ni. • 1. -^^ 8in-—h C08(u + -—]h 



zu untersuchen. Hier müssen wir auf die gemachte Voraussetzung zurück- 
kommen, daß Sft^Sf^ Q{fi) für wachsende (i unterhalb einer Grenze G bleibt, 
und daß ^1 : (iq(ii) konvergent ist. Wir schreiben 

Dies ist das Restglied einer absolut konvergenten Reihe, es wird folglich 
für wachsende q (und abnehmende h) beliebig klein. Somit unterscheidet 
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sich (S{x + h) — Six—h)) : 2h von 8(x) für abnehmende h beliebig wenig, 

es ist Y^'i^y^ Y jS'(ic)"— 5(a?) w. z. b. w. Ist der vorwärtsgenommene 

Differentialqnotient gleich dem rückwärtsgenommenen, so ist 

8\x) - 8{X). 

Um ein einfaches Beispiel zu haben, setzen wir 

S(x) — ^sin fix : [i(lg fiY'^", 

wo a positiv, übrigens beliebig klein ist. Dann ist 

s(x) = ^co8 [IX : (lg /*)^+^ 

Die Koeffizienten dieser Reihe haben einerlei Vorzeichen und konvergieren 
gegen Null, die Reihe konvergiert für alle x außer o; »• 0. An der Stelle 

^ - y * ist 

und es ist diese Summe wegen der wechselnden Zeichen absolut genommen 
kleiner als IxQg iC)^'^^y so daß «Jl* =*s^ (%7 f*)^"*"* für wachsende ft endlich 
bleibt, womit die Voraussetzung der gliedweisen Differentiation an der 
Stelle ^n erfÜUt ist. 

93) Die Eosinusreihe. Um eine Funktion f{x) in dem Intervall 
von bis ^ durch eine Eosinusreihe darzustellen, kann man 2f{x) sin x 
durch eine Sinusreihe darstellen, also 

» n 

2f(x) sin x^-^^ sin iixj 2/'(|) sin fil sin 5 dl 

1 

setzen, und nun die Formel 

2 sin S sin jitl « — cos (ft+l)6 + cos (/tt— l)g 
anwenden, wodurch man erhält 

2f(x)sinx~ ^^9in (ix(fm cos 0»-l)grf5 -/f(ö «wO*+l)|d|), 



oder wenn man setzt 

n 

h,-ifmcostiUl, 
2f(x) sin x^^sin (ix(b^_^ - b^^^) 



^bQsinx + b^sin2x+b^(sin3x'-'Sinx)'] \-b^(sin ^i+l x — sin fi-^lx) 

'^^bf^sin X + 2biSin X cos X +.2b^sin X cos 2x + 2b^sin X cosdx + ' " . 
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Diyidiert man nun mit 2 sin x, was freilich nur zulassig ist^ wenn x von 
und ^ verschieden ist, so findet man 

f{x) = Y &Q + 6i cos a; + &2 0)5 2a; + \-b^co8 (ix-i 

Die Reihe stellt eine gerade nach 27t periodische Funktion dar, während 
über f{x) außerhalb • • • » nichts vorausgesetzt ist. Soll die Entwicklung 
auch außerhalb dieses IntervaUes f{x) darstellen, so muß f{x) ebenfalls 
gerade und periodisch sein. 

94) Beispiele. WiU man f(x)^x durch eine Kosinusreihe dar- 
stellen, so kann dies nur zwischen • • • ^ geschehen, weil x ungerade ist. 

Die Reihe wird demnach für negative x von ä die Funktion —x 

darstellen und weiter wird sich die Funktion periodisch fortsetzen, wovon 
man sich graphisch ein Bild mache. Es ergibt sich 

welche Reihe absolut konvergent ist. Integriert man die früher ge- 
fundene Reihe 

zwischen und x, so erhält man, wenn anders gliedweise Integration ge- 
stattet ist, dasselbe Resultat, wie durch die direkte Entwicklung. 

Die Funktion a;'ist gerade, deshalb gilt die Eosinusentwicklung zwischen 
— % und -|- %j wenn sie zwischen und % richtig ist. Aus der Formel 



/- 



COS nx dx = — ^ 1 ^, —^s%n nx, 



folgt 

J X* cos nx dx = (—1)" 2yt : n*, 



und also 






j.8_ 1 ^2 . A ^^ {-irCOSllX 



Ersetzt man x durch x — jc qo erhält man die zwischen und tc gültige^ 
Entwicklung 
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die für a; — liefert 

95) Entwicklung in eine Kosinus- und Sinusreihe im Inter- 
yall — 9r • • • sr. Eine Funktion^ die weder gerade noch ungerade ist, läßt 
sich, die Zulässigkeit der Entwicklung einer geraden und ungeraden Funk- 
tion in eine Kosinus- bzw. Sinusreihe vorausgesetzt, in eine Reihe ent-. 
wickeln, welche aus den beiden zusammengesetzt ist. Setzt man nämlich 

so ist der erste Posten eine gerade, der zweite eine ungerade Funktion, 
und folglich ist 

f{x) ^-^a^+ a^cosx + a^€os2x + '" + a^co8iLX-\ — 
+ \sinx + 'b^sin2x -\ h 6^ sin (ix — 

% - ifCmdtzM cos ,tS rfl - ^ J>(|) cos Mg di 

7t n 

\ =- ii P^^~i^~^^ «'" /»^ ^"^ - i/''^^) *»" '»« ^'^- 

Beispiel: Die Reihe 

« 2 / , COBZx , C09hX , \ 

Binlx , sin^x 9in^x , 
+ sinx^-^ + -^ 4" + ""•;• 

stellt eine Funktion dar, welche zwischen und — sc Null, zwischen 
und X aber x ist. 

Die Reihe für f(x) läßt sich in die Form setzen 

jt ft^oo n 

— n /u = l —n 

Das erste Glied ist der Mittelwert der Funktion f{pc) im Interrall — ä • • • sr. 

96) Macht man in der letzten Formel die Substitutionen 

2«(a;'-|(a+6)) 2«(r-|(a+&)) 
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und ersetzt 

/ 2.(.>-i-(a+6)) \ 

durch ({x"), so folgt mit Fortlassung der Akzente 

Ist insbesondere a^ — h, und ist f{x) gerade, so folgt 

b 



Ist /"(a?) ungerade, so folgt 

% - 0, 6, ^ I J>(|) m ?^^ dl. 

97) Wird die Entwickelbarkeit einer Punktion f{x) im Intervall von 
— 3r bis Ä vorausgesetzt, wird also die Darstellung 

00 

f{x) = Y »0 +^(ci^ cos iix + bu sin ilx) 
1 

als möglich angenommen, so kann man die Koeffizienten dadurch be- 
stimmen, daß man die Integrale 

J f(x) COS iixdx, J f(x) sin ftx dx 

— n -7t 

büdet. Wird nun die Integration rechts gliedweise ausgeführt, so ist 

7t 

J COS fix sin vxdx = 

"Tt 

/ cos iix cos vxdx^ I stn ux stn vxdx ^ ^ • 

^Tt ^y in 3r, ^ « 1/ 

Aber diese Eoeffizientenbestimmung ist in allen Fällen unsicher, in welchen 
sie nicht eine absolut konvergente Reihe liefert, weil in andern Fällen die 
Konvergenz^ selbst wenn sie überall statt hat, sich bei Annäherung von x 
an einzelne Stellen mehr und mehr (unendlich) verzögern kann, und dann 
die gliedweise Integration wie wir unter 87) sahen, möglicherweise zu 
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falschen Resultaten f&hrt. Einen andern Fall unendlich verzögerter Kon- 

Tergenz bildet die Beihe 

7C . , «i'nSa; , sinbx , sinlx , 
-^^smx+ -^ + -^ + -^ + . . . 

an der Stelle ^»0. Denn für sehr kleine Werte von x geben eine sehr große 
Anzahl von Oliedem Ton Anfang an nahe den Wert Null, während die 
Beihe nahe den Wert —% hat, so daß sehr entfernte Glieder erst die 
wahre Summe bewirken. Aus solchen Fällen hat zuerst Seidel die Mög- 
lichkeit ungleichmäßiger Konvergenz entdeckt. 

98) Summation der Fourierschen Reihe. Der Weg nun, der 
unter gewissen Bedingungen, die der Funktion f{pc) aufzuerlegen sind, zum 
strengen Nachweis der Entwickelbarkeit ftlhrt, besteht in Summation der 
Fourierschen Beihe. Dieser Weg ist gewissermaßen der umgekehrte als 
der ursprüngliche. Man entwickelt nicht eine gegebene Funktion in eine 
trigonometrische Beihe, sondern fragt nach der Funktion, die durch eine 
Beihe von gegebener Form dargestellt isi Die Formeln die zum Ziele 
führen, liegen unter 44), 45) bereit vor. — Die Summe der ersten n 
Glieder einer Fourierschen Beihe ist nach § 80 

n n 



n 

J 2«n — (oj— S) 



-7» 



— Ä X 

und wenn man im ersten Integral x — \ durch 2 g', im zweiten x — X 
durch — 25' ersetzt, so folgt unter Fortlassung der Akzente 



y(Ä + *) j(Ä-«) 





99) Nun machen wir die Voraussetzung, daß f{x±0) existieren 
und setzen 

f(x-2^)-r{x-0) - 9,(5), f(x + 2i)-f{x+ 0) - ^(6). 
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A1r( 


ianu ist 






V 



Die Foniieische Reihe. 



j(*+«) 



i(«-») 







2 





/Siwci 9(1) :|, ^(1) : g 6*s ow die SteUe S = unbedingt integrable 
Funktionen f so ist nach § 44 /Sr Kmn = cx), w;eww a? ewischen —tc 
und + % liegt, 

Die Eeihe S{x) stettt da, wo f(x) stetig ist tmd den eben angegd)enen 
Integrabüitätsbedingungen genügt^ f{x) dar, wo f{x) unstäig ist, den Mitteile 
wert zwischen f{x — 0) und f(x + 0). 

An den Stellen a? = — 3t, x aber ist 

'S(±«) - y f (- « + 0) + l/-(«-0). 

100) Die Dirichletsche Bedingung. Wir haben gesehen, daß 
das Integral 





einen endlichen Wert hat. Wenn aber das letzte Integral von bis b 
erstreckt wird, so läßt sich leicht eine obere Grenze angeben, die seine 
Werte für beliebige 6 nicht überschreiten. Es ist 

b bim e 



-/V ^^ +/% ««^ + • • • +/% ^^ +/¥ '^^^ 

n (n — l)/r nn 
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wenn c zwischen nyt und (n-|-l)^ liegt. Diese Integrale haben abwechselnde 
Zeichen, und jedes folgende ist absolut genommen kleiner als das yorauf- 
gehende. Da nach dem ersten Mittelwertsatze das erste Integral kleiner 
als X ist und ebenso das letzte yorkommende Integral, so erkennt man, 
daß fQr beliebige, also auch für sehr kleine b 






ist, was wir als Lemma yoraufiiehmen. 

Verschwindet der Ausdruck /*(a? + 2|) — /"(iC + O) « ^(|) mit abneh- 
menden I, ohne daß jedoch ^(|) : | bis an $ »-0 heran unbedingt oder 
überhaupt integrabel ist, ist aber f{x) yon der Stelle x an eine übrigens 
beliebig kleine, aber bestimmte Strecke s hindurch mcnoUmy und yerhält 
sich f{x) rückwärts in gleicher Weise, so gilt nach Dirichlet die 
Fouriersche Entwicklung. Wir zerlegen das Integral 



/ 



y(^-*) 






in zwei Integrale über Teilinteryalle yon bis d, wo tf < 6 ist, und yon 

d bis g- {tc — x). Wird 8 beliebig klein gegeben, so kann doch n so groß 

genommen werden (44)), daß das zweite Integral beliebig klein wird, wobei 
nicht ausgeschlossen ist, daß ^ (also f) in diesem Interyall irgendwo un- 
endlich groß wird, wenn die Funktion nur unbedingt integrabel ist. Das 
Integral yon bis d, weil dort '^ monoton ist, kann nach dem zweiten 
Mittelwertsatze geschrieben werden 

wo d' zwischen und d liegt. Dieser Ausdruck kann wegen des Fak- 
tors tlf(ß) dadurch beliebig klein gemacht werden, daß d klein genug ge- 
nommen wird. Dazu muß nachgewiesen werden, daß 

eine yon n unabhängige obere Grenze besitzt. Von dem letzten Integrale 
ist dies unmittelbar klar. Das erste aber ist gleich 



78 Die Fooriersclie Reihe. 

Jsm^n^ ^g _JWn(2n+l)| ^^ 



und dieser Ausdruck ist nach dem Lemma kleiner als 2nr. 
Damit ist der DirichletBche Satz erwiesen. 

101) Beispiel einer stetigen, nicht überall durch die Fou- 
riersche Reihe darstellbaren Funktion. Ist die integrable Funktion 
f(x) an der Stelle x stetig, so gibt 99) Fälle an, in denen sie dort durch 
die Fouriersche Beihe darstellbar ist, ohne daß sie eine monotone Um- 
gebung besitzt. Daß aber auch der entgegengesetzte Fall vorkommt, lehrt 
folgendes Beispiel. 

Es werde in diesem Paragraphen zur Abkürzung 

[A]«3.5...(2;L + 1) 
gesetzt, und f(x) sei eine Funktion, die zwischen ä und y^ den Wert 

8 2 1 1 

NuU, zwischen y^r und y y^ gleich Cj ^fw y • 3 • örr, zwischen 

[X=^y p] gleich C;,smY[X]x 

ist, usw., för a; = und für negative x soll sie den Wert NuU haben. 
Femer sollen die c^ mit wachsendem X gegen NuU konvergieren. Die so 
definierte Funktion ist überaU stetig und hat fQr — x und + üt gleiche 
Werte. Gleichwohl konvergiert die sie im allgemeinen darsteUende 
Fouriersche Reihe fdr x^^O nicht, wenn die c^ hinreichend langsam 
gegen NuU abnehmen. Ihre Summe hat in der Nachbarschaft des Punktes 
rr » unendUch viele Maxima und Minima. 

^ Die Summe der ersten ydit] — 1) GUeder der Fourierschen Reihe 
hat für 0? — den Wert 

1 rA2j)ÄmM| ,, 1 /^ A2£)gtnMe ,fc 

^f^ nj "shTi ^^ üj s;n ^^• 

Wir zerlegen das Integral in mehrere, über TeUintervaUe erstreckte, 
setzen 



/ä:CA-1] 2 = 2 
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Im Integranden von J^ wechselt der Faktor m [fi]| : m | im Inte- 
grationsintervalle sein Zeichen nicht, man kann daher, weil m | > y | 
ist, wenn |' im Intervalle liegt, schreiben 







wo die Ungleichungen sich auf den absoluten Betrag beziehen. Hieraus 
folgt bei unserer Annahme über die Cj^j daß J^ mit wachsenden ft absolut 
genommen beliebig klein wird. 
Ferner ist 

Der erste Mittelwertsatz lehrt, daß d^ mit wachsenden in, beliebig 
klein wird. Der zweite Mittelwertsatz aber lehrt, daß q^<il\2n . ist. 
Denn man hat nach dem zweiten Mittelwertsatze 

ä:[>i-1] 



2« V 2ti+l)> 



«»2 MI', 



WO I' im Intervalle sr : [ft] bis sr : [/t — 1] liegt. Dieser Aiisdruok ist kleiner 
als 1 : 2«. Es ist demnach 

„ c lp(2p + i) 

-^/.--2^i + V 

WO 1}^ mit wachsenden /» klein wird. 
Endlich ist 



so ^^^ Fourienche Reihe. 

Da 1 : sin | im IntegrationBintervalle monoton ist, so Vkit sich auf 
beide Integrale der zweite Mittelwertsatz anwenden. Beachtet man, daß 
2 sin {n : [>L]) > % : [A] ist, so findet man auf diese Weise, da A ^ jit — 1 
ist, absolut genommen. 

Demnach ist Z'^< 2^2: ;r* = 2öCj: ä*, wo ein positiver oder nega- 
tiver echter Bruch ist. Es ließe sich durch genauere Schätzung nach- 
weisen, daß S^ mit wachsendem /t gegen Null konvergiert, das ist aber 
f£lr unsere Zwecke nicht nötig. Somit erhalten wir 



«.-Ä?<^(2/* + l) + i?,+ ^' 



Wird nun 1 : c^ langsamer unendlich groß für wachsende ft als 
7^(2^4-1), ist z. B. c^=- 1 : l/Zgr(2/i+ 1), so wächst Q^ mit jit über alle 
Grenzen, und die Fouriersche Reihe ist divergent. Ist c^=^A^i Zgr(2^ + 1), 
und luLhem sich die ^ einer bestimmten von NuU verschiedenen Zahl, 
so konvergiert die Summe der ersten — ([^] — 1) Glieder der Reihe gegen 
lim Ä^j woraus jedoch noch nicht die Konvergenz der Reihe folgt 
Wechseln die ^^, endlich bleibend, ihr Zeichen, so oszilliert die Reihe. 

Du Bois-Reymond hat wohl zuerst die Existenz stetiger Funktionen 
nachgewiesen, die nicht überall durch die Fouriersche Reihe darstellbar 
sind. Das obige Beispiel rührt von Herrn H. A. Schwarz her. 

102) Die überall stetige, nicht differenzierbare Funktion 
von Weierstraß. Es sei a eine ganze ungerade Zahl und h ein echter 
Bruch, so ist die wohlbestimmte Funktion 

f{x) ==^ b'^cosia/^xn:) 

m 

überall absolut konvergent und mithin stetig. — Es ist, wie klein auch h 
sein mag, absolut genommen, 

T cosa^ (x4-h)7t — cos a!^ xn ^ „ ^ ^ 
I. ^ ^ ^^ < noT" = B^% a"*, 

wo ö^ zwischen — 1 und + 1 liegt. 
Beweis. Es ist 

h ^ Ä 

= — Ä a"* sin a"» (a? + — r) —. = ^m^^"*- 
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Daraus folgt, wenn ab> 1 ist, 



m s II — 1 



11. äba N^fcm «»«»"(«' + *)*-<»»<''"«* ^ {abf-l jabf 
^^ h ah — 1 ab — 1' 

msO 

jj^ '^^ cos<ri^ + H).-cosa ^:x»_l^^^ -l<e<l. 



Soll eine Funktion f{x) an der Stelle x einen DifferentialquotienteK 
besitzen, so muß (f(x')'-f(x)) : (x'—x) einem festen Ghrenz werte zustreben, 
auf welche Art auch x' dem Werte x genähert wird. Nun werde x^ so 
bestimmt, daß 

wird, wo 

ist, so daß x^y Ton den Sprungstellen abgesehen (vgl. § 33), die Rie- 
mannsche Funktion r(a*x), und a. eine ganze Zahl ist. Dann werde 

a a 

gesetzt. So ist 

«« + «» . «1.-1 1 + «« 



IV. x'-x-'- 



a" ' 



a* o" a" 

Diese Differenzen konyergieren für wachsende n gegen NulL — Es ist 
cos {(f^'^'^x'n) =- cos »"•(«„— 1)% =- — (— l)«j. ai 005 (a"*+*a;"«), 

cos (a* +"»0?^) — cos (a"+"» (a?' H ;^— j ä j — C05 (a'"(a?'a"+ 1 + o^Jä) 

= cos a"'(«^+ a^Jjr — (— 1)"« co5 a^x^n. 
Daraus folgt 

VI. cos a^+^'ay'sr — aw o*'**"'ar;r «= — (— 1)«« — (— Vfn cos a'^x^x 

— — (— l)"n (1 + COSO^X^n), 

VII. C05 a"+"'a;"« — co« a"+"*a;Ä — — (— l)«« (1 + cosa^x^x), 

Thomftei Bestimmte Integrale. 6 
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Hierans fließt 



(f{x)---f{x)):{x''-x) 



n-l 



•2 ^^. + («&)"2 ov^:^^ 

^ -^ 



-IS^?+(-l^w2'-^^^^^^■-'- 






Die Zahl ff ist ein positiver, oder negativer echter Bruch, die Glieder 
der Summe sind sämtlich positiv und das An&ngsglied der Summe ist 

größer als y • Werden unter rj'y i^" positive Zahlen größer als Eins ver- 
standen, so kann man schreiben 

^ 1 + x^ "s'?' ^ 1 — x^ 8^- 

Es ist demnach 

3 2 

Nimmt man nun a6 > 1 + y :r, x : (ab — 1) < y an, so wachsen 

diese Ausdrücke, mit abwechselnden Zeichen über alle Gh-enzen. Es 
existiert deshalb weder ein vorwärts- noch ein rückwärtsgenommener 
Differentialquotient. Für a und b kann man z. B. die Zahlen nehmen 

a=7, 6 =-0,9, a6-6,3>l+4^- 

103) Riemann hat darauf aufmerksam gemacht, daß trigonometrische 
Reihen auch konvergieren können, ohne daß ihre Koeffizienten mit 
wachsenden Indizes gegen Null konvergieren. 

Als einfachstes Beispiel gilt die Reihe 

sinx + sin l'2x + sin 1-2 '5x + sin 1-2 '3' 4x +" ' 
+ sinl'2'S - - ' (IX + ' ", 

welche offenbar für alle x, die rationale Teile von ;r sind, konvergiert^ 
weil sie abbricht. Sie konvergiert aber auch für unendlich viele irratio- 
nale Teile von jr, z. B. für 
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denn fQr diesen Wert sind die Teime der Reihe abwechselnd positiv 
und negativ und nehmen fortwährend gegen Null ab. 

104) Die Frage nach der Einheitlichkeit der Entwicklung in eine 
Fouriersche Reihe^ oder was dasselbe ist, die Frage, ob die Zahl Null 
überall durch eine trigonometrische Reihe darstellbar sei, deren Koeffi- 
zienten nicht sämtlich Null sind, ist subtil. Verlangt man, daß die dar- 
stellende Reihe gleichmäßig konvergent sein soll, so daß gliedweise Inte- 
gration zulässig ist, so folgt aus 86) unmittelbar, daß die Entwicklung 
nur auf eine Weise möglich ist. Läßt man aber imgleichmäßig konver- 
gente Reihen zu, so wird die Sache schwieriger, ist aber durch Herrn 
6. Cantor im Bd. 72 des Grelleschen Journals erledigt. Es gibt nur 
eine Darstellung. Wir gehen hier nicht darauf ein (vgl. § 112), begnügen 
uns mit der Bemerkung, daß, wenn es eine trigonometrische Reihe gibt, 
deren Koeffizienten nicht sämtlich verschwinden, die aber überall Null 
darstellt, — daß es dann unendlich viele solcher Reihen gibt. Denn ist 
S(x) eine solche Reihe, so sind auch 

^Six) + ^S{~x), \s(x)-^S(-x) 

solche Reihen. Die erste ist eine reine Kosinusreihe, die zweite eine reine 
Sinusreihe. Macht man in der zweiten die Substitution x + x Ült x 
und addiert die erhaltene Reihe zur Mutterreihe, so erhält man wieder 
eine Reihe, die Null darstellt, und in der nur gerade Multipla von x 
unter den sinw vorkommen. So könnte man fortfahren und beliebig viele 
Nullreihen erhalten. 



Schwingende Saiten. 

105) Wird ein homogener unendlich langer gespannter Faden aus 
der Gleichgevrichtslage, die die a;-Achse sein mi^, gebracht, so werden 
die transversalen Schwingungen in einer Ebene, der a;y-Ebene, durch die 
partielle Differentialgleichung 

dt* ^ dx* 

bestimmt, wenn i^ die in der Richtung der y-Achse gelegene Ausbiegung 
der Saite an der Stelle x ist und t die Zeit bedeutet. Die Größe a hängt 
von der Spannung ab und wird als konstant angenommen. Das voll- 
ständige Integral der Differentialgleichung ist 

fj^(p{x + at) + ifix — at) — 1?, -f- ri^. 
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Die Funktionen % ^ sind der Natur des Problems nach stetige Funk- 
tionen. Wegen der Di£ferentialgleichung^ die sie befriedigen sollen^ müssen 
sie auch als differenzierbare Funktionen angesehen werden. Aber schon 
in den einfachsten Beispielen zeigt es sich^ daß solche Ausnahmen Ton 
der Betrachtung nicht auszuschließen sind^ in denen die Differential- 
gleichung an einzelnen Stellen nicht erfüllt ist, weil die Funktionen (p 
oder ^ dort nicht zweimal differenzierbar sind, z. B. wenn die Kurve 
y ^ (p(x) an einer Stelle eine Ecke hat. Man wird in dergleichen Fällen 
die Funktionen (p, ^ um solche Funktionen 97^, ^^ abändern können, die nur 
in sehr kleiner Umgebung der Ausnahmestellen von NuU verschiedene 
und zwar wenig verschiedene Werte haben, der Art, daß (f + q>i, ^ + ^1 
überall die Differentialgleichung befriedigen. Die durch i? = g? + qPi + ^ + ^i 
bestimmte Bewegung wird sich dann von der durch r^^tp + p bestimmten 
sehr wenig unterscheiden, und wir dürfen annehmen, daß auch in solchen 
Fällen die Bewegung durch 1? — g? + ^ bestimmt ist. Genauere Unter- 
suchungen darüber sind von Ghristoffel (1877) angestellt. 

Liegt die Saite, die wir zur o;- Achse machen, horizontal vor uns, so 
ergibt sich, daß die Komponente i^i^ (p(x + at) der Ausweichung mit der 
Geschwindigkeit a nach links, die Ausweichimg iy^ = ^(a? — a<) mit der- 
selben Geschwindigkeit nach rechts läuft. Denn ist zur Zeit ^ = 17, = 1?,^ 
an der Stelle Xq, so ist zur Zeit t die Ausweichung r^^ gleich i^,^ an einer 
Stelle, die durch die Gleichung x + at^^x^ bestimmt wird, also an der 
Stelle X '^^ Xq — at Der Punkt x läuft mit der konstanten Geschwindig- 
keit a nach links. Ist zur Zeit ^ = i? = t5(a?) und t]\ die Geschwindigkeit 
des Punktes a?, gleich ®(ic), so ist 

%{x)^(p{x) + t(x), ®{x)^a(p\x)-'atl;\x), 
ip(x) - tix) = ^J&(x)dx = ^(x), 

Die Integrationskonstante ist unwesentlich, weil sie aus 17 "»'>;; + ^r 
herausfällt. Nehmen wir nun für 5(a;), &(x) ungerade periodische Funk- 
tionen an mit der Periode 22, so sind sie gegeben, wenn sie zwischen 
und l gegeben sind. Die Funktion ^(x) ist dann, wie leicht zu erweisen, 
eine gerade periodische Funktion. Bei dieser Annahme ist V ^ Vi"^ Vr 
für rc — und ar « Z fortwährend Null, diese beiden Punkte bleiben immer 
in Buhe. Die Bewegung geht also so vor sich, als ob die Saite bei 
und l befestigt wäre, beim Studium der Bewegung dieses Stückes kann 
die Saite außerhalb dieser Sti'ecke als fiktiv angesehen werden, sie kann 
in Wirklichkeit ganz fehlen. 
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106) Nach dem Fouri ersehen Theorem ist nun 

%{x) — \ stn -y + 61 sm -j- H h 6« «»w -]- H , 

^(a;) « y ao + aj COS y + 6, COS - ^- + • • • + »n ^«-7- + • • •> 

Das Olied a^ kann nach einer obigen Bemerkung fortgelassen werden. 
Es ist also 

(m) (m) 






. m{x — at) 1 ^^ y/io ^(^ — ^^ 



worin man die übereinander stehenden Glieder zusammenziehen kann. 
Da a^ fortgelassen werden kann, so ist in dem Ausdrucke 
^1 , m%x m%at ^CT mnx . mnat 

die Summation über m von 1 bis 00 zu erstrecken. Setzen wir 
nnat nnat^ 



so können wir schreiben: 

ir-, . mnx . mxüU — Q ^^r^ 
V -2j ^"* ^"^ "T" ^*** V ""^ "^^^ 

wo iy^ die Partialausweichm^, oder wie wir sagen wollen, die Partialwelle 

nnx n«a(t — t^) 

17, - ^ sin -f- sin ^ — 

bedeutet. Diese Partialwelle laßt die Punkte 

X ^l:n, 2l:n,- ' • (n—l)l:n 
in Ruhe, sie heißen Knotenpunkte der Partialwelle. 

107) Ganz ähnlich wie der Analytiker die Bewegung einer schwingenden 
Saite in Partialbewegungen oder Partial wellen zerlegt, verfährt auch das 
Ohr, das die Gesamtschwingungen als Klang empfindet, die Partialwellen 
aber als Töne. Nach der Zeit T^2l:a hat die ganze Saite ihren 
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ursprünglichen Znstaad wieder erreicht und beginnt von da an die ab- 
gelaufene Bewegung periodisch zu wiederholen. T heißt die Schwingungs- 
dauer des Klanges und zugleich des tiefsten Tones. T^^2l:na ist die 
Schwingungsdauer des nf^ Partialtones, von ihr hängt seine Tonhöhe ab. 
Ein Ton ist um so höher, je kürzer seine Schwingungsdauer ist. Die 
Empfindung eines Partialtones hängt von der mittleren lebendigen Kraft 
der zugehörigen Bewegung ab, wenn sie auch schwerlich dieser Energie 
unmittelbar proportional ist. Sie hängt vielmehr auch noch von der 
Tonhöhe selbst ab, denn es gibt eine untere und obere Orenze der Wahr- 
nehmbarkeit der Töne in bezug auf ihre Höhe. Immerhin wird die 
Empfindung in erster Näherung durch die mittlere Energie abgeschätzt 
werden können. Die Empfindung eines Tones wächst mit seiner Energie. 
Die verschiedenartige Mischung der Obertöne gibt die Klangfarbe. Die 
Höhe eines Klanges wird der des Grundtones, der die längste Schwingungs- 
dauer hat, gleichgesetzt. 

Das Ohr empfindet wie gesagt die Gesamtschwingung als KJang, bei 
aufmerksamen Hinhören aber, insbesondere mit Unterstützung durch Reso- 
natoren, hört es die Partialtöne einzeln. Schlägt man auf dem Klavier 
einen Ton an und hebt den Dämpfer von einer Taste die einem Oberton 
entspricht (Oktave, Duodecime usw.) Hind läßt nun die erste Taste fallen, 
so hört man den gehobenen Oberton ganz deutlich. Man hört nichts, 
wenn man einen Dämpfer hebt, der nicht zn einem Oberton gehört. 
Freilich ist das Hören auf die ersten Obertöne beschränkt, wahrscheinlich 
kommen die höheren Obertöne wegen der Unvollkommenheit der Elasti- 
zität der Saite überhaupt nicht zustande, so daß die Theorie nur eine 
Annäherung an die Wirklichkeit darstellt. Dies ist umsomehr der Fall, 
als die Tatsache der Reibung, die das Abklingen der Töne verursacht, 
was eine Abhängigkeit der Intensitätskoeffizienten von der Zeit voraussetzt, 
nicht berücksichtigt wurde. 

Bei der lebendigen Kraft wollen wir ein wenig verweilen. 

108) Ist (D der Querschnitt, q die Dichte, M die gesamte Masse 
der Saite (zwischen und i), so ist die lebendige Kraft der Partialwelle iy^ 
zur Zeit t gleich 



Sind ijfl,ij^ zwei verschiedene Partialwellen, so ist zu einer gegebenen Zeit 
i i 

f VmVn d^ -- Const. I sin ^^^^ sin ^^^ dx =^0. 
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Demnach ist 

t i i 

J Wm + VnY dX = / tj'n, fj^n dx +J ff^ V« dx, 

oder es ist zu jeder Zeit die lebendige Kraft der Samme zweier Partial- 
wellen gleich der Summe der lebendigen Kräfte der Einzelwellen. Dieser 
Satz gilt natürlich auqh für Summen yon mehr Gliedern, und kann unter 
gewissen Kautelen auch auf unendliche Reihen übertragen werden. Für die 
gezupfte Saite soll die mittlere lebendige Kraft E einmal aus der Reihe, 
als ob sie als Summe angesehen werden könne, ein andermal direkt 
ermittelt werden. 

Die mittlere lebendige Kraft erhalten wir, wenn wir die lebendige 
Kraft zur Zeit t über t zwischen und l : a integrieren und dann mit 
l : a dividieren. So finden wir fär die mittlere Energie der w*®° Partial- 
welle den Wert 

^. ? ^ I cos^ ^. '^dt « _,^ * . 



't/--' 



^. w-^tJ'^ \ " ■"- -SP 



109) Die Saite bilde zur Zeit ^ — über der o:- Achse zwischen 

und l ein Dreieck, dessen Spitze bei ic — c, y ? ^ c < Z liegt, und 

dessen Höhe h ist. ®(a;), die Geschwindigkeit zur Zeit ^^0, ist Null, 
deshalb sind die a„ »- 0. Hingegen ist 



er / \ 2Är ^1 1 . nne . nnx 

hV ^1 1 . n%c . nitx rnt&t 

'J - cT^:^^'^ li*- *"» — *»" — «« ^-' 

^ « Ti N— y — s%n —j- sm —j— sin — =— , 

Daß hier gliedweise Differentiation zulässig ist, kann man dadurch er- 
weisen, daß man 17' direkt bildet und die erhaltene Funktion durch die 
Fouriersche Reihe darstellt. 

Zur Zeit t und zur Zeit (2Z:a)-^ =- T- < ist die Gestalt der Saite 
dieselbe, die Geschwindigkeiten aber sind einander entgegengesetzte. Mao 

braucht deshalb die Bewegung nur in der Zeit y T = Z : a zu studieren. 
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Znpft man die Saite in der Mitte, ist c^^h ^^ fallen alle geraden 
Obertöne aas. — Der Klang oder die Elang£Eu*be ändert sich mit der 
Zupfstelle. 

Berechnen wir nun die mittlere kinetische Energie nach der obigen 
Regel, so finden wir 

Nun ist (§ 94) 

und folglich ist 

-B«JlfAV:4c(Z-c). 

Nun soll die mittlere lebendige Kraft direkt gefunden werden, wobei 
wir zugleich die Bewegung näher studieren. Wir betrachten die Bewegung 
in drei Epochen.*) Erstens zu einer Zeit, in der at ^ s ^l — c ist, 
aweitens, wenn l — c^at^^s^c ist und drittens, wenn c^at^ 8 ^l 
ist Diese Epochen sind Zeitpunkte der ersten halben Schwingungsdauer. 
Die Argumente der (imgeraden) Funktionen ^{x + at), ^(x—at) liegen 
in dieser Zeit zwischen —l und 21. Wir brauchen deshalb die Werte der 
Funktion $ nur in diesem Interralle. Es ist 

9i^)-^^j~f c^^^2/-C5 %(^)--^^^^i^y 2l^€£x^2l. 
Abdann ergibt sich bei der Annahme 

1) 0<at^8<l-c 
für 0<x<c — 8, C'-8^x^l 

fftr 0^x<c + 8y c + s^x^l 

hx hs h x—l sh 1 «/ a 

für O^x^c — 8, c — s^x^c + Sy c + s^x^l 

hx *_5a-A^"~'__ ^*^ h{l — x) 



*) Zmn besBom Verständnis mache man sich fOr irgend einen Moment jeder 
der drei Epochen fOr fji, fj^, ij eine Zeichnung. Man hat dafür Modelle. 
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Die Gestalt der Saite wird zu dieser Zeit aus drei geraden Strecken 
gebildet, zwei Ecken des Polygons liegen über c — s und c + s. Anfangs- 
und Endseite sind Stücke der ursprünglichen, die Punkte der mittleren 
Yerbindungsseite bewegen sieb mit konstanter Geschwindigkeit abwärts, 
bis die Figur ein Dreieck wird, dessen Ecke über 2c — l liegt. Dabei 
verlängert sich die mittlere Polygonseite, für c^ — l ist sie der x Achse 
parallel. Wird X^ ahl:2c{l-'C) gesetzt, so ist zur gegebenen Zeit 
für O^x'^c — Sf c-'S<,x'^c + Sj c + S'^x^^l 

V -0, =-;l, -=0. 





iBt 2) l-e£ttt 


ffir 


0<x<e—s, 


% 


hx hs 


für 


O^x^l, 


nr 


hx hs 
2« 2c' 


für 


0<x<e — s, 


n 


hx 



-s^c, so ist 




c— 5^a:^c— s+2(i— c), 


X<1 


h l — x sh 


hx (2l — $)h 


- 2 l-c 2(1 — e)' 


2c 2c 



c — s<x^2l — c-^ s, X <ly 

hx .1 — X h hsl h(x — l) 

Ic"^!^^ Y"" 2c (/ — c)' — c 

Die Saite besteht zu dieser Zeit wieder aus drei geraden Strecken. 
Die erste ist noch ein Stück der ursprünglichen Dreieckseite, die letzte 
ist ihr parallel und geht durch den Punkt x =^1, Die verbindende Gerade 
hat einen Endpunkt (Ecke) auf der oberen Seite der Gleichgewichtslage, 
einen auf der unteren Seite. Ihre Punkte bewegen sich abwärts, wobei 
sie ihre Länge nicht ändert, sich aber nach links verschiebt. Für s — c 
wird die Figur ein Dreieck, dessen Ecke unter X'^2(l — c) li^ dabei ist 
für x<,c-' 8, c " 8^x^21 — c — Sf x^l, 
1?' -0, --A, =0. 

ist 3) x^at=^s^ ly so ist 
für O^x^s — Cy s — c<x^ly 

^^ ~ 2 l^^ 2 c — M "" 2c "^ 2c c ' 
für 0£x^2l-c-'Sy 2l'-c — 8<^x^ly 

hl — X 8h hx 8h 

^»^ ^YT^'^ 2(c — I)' ""2c"2c' 

für 0^X<8— Cy 8— €^X^2l — C — S, x^l, 

, Z — a; , Ih _ ^a; h l^x hls h{x — l) 

^ ^n ^^^ -\- ^^3"^, — 2"? "^ 2 r==7 2c(Z — c)^ ^ c 
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Die Gestalt der Saite bestellt weiter aus drei geraden Strecken. Die 
mittlere ist der früheren mittleren parallel^ geht mit konstanter Geschwin- 
digkeit abwärts^ sich gleichzeitig yerkürzend. Ihre Endpunkte liegen auf 
einer Geraden durch x=^0, die der zweiten Dreiecksseite des Ursprungs- 
dreiecks parallel ist, und auf einer Geraden durch l, die der ersten Drei- 
ecksseite parallel ist. Zur Zeit i = l: a ist die Gestalt ein Dreieck, das 
zum Ursprungsdreieck antisymmetrisch unterhalb der Gleichgewichtslage 
liegt. Von da ab kehrt sich das Spiel um. Es ist zu dieser Zeit 

für ^x<s — c, s — c<x ^21 — c — s, a?^Z, 

V =0, 1, «^0. 

Die lebendige Kraft der Saite in den drei Epochen ist 
F(t)^^k^Q(o2at, O^at^l-Cy 

F{t)^\}}Q(o2{l-c), l — c^at^c. 

F{t)^YX^Q(D(2l-2at), c^at£l 

Die mittlere Energie E ist 

l:a 

(tt:l)fF(t)dt. 



Dies gibt 

^- 21 \ l''C + 2i2c-l) + 2l^l^c) ^=.j-^jj_^, 

also dasselbe als vorhin. — Nennt man stehende Wellen solche, bei denen 
die sämtlichen Punkte der Saite gleichzeitig durch die Gleichgewichtslage 
gehen, so kommen bei der gezupften Saite stehende Wellen nur dann zu- 
stande, wenn sie in der Mitte gezupft wird. Alsdann ist die mittlere 
Polygonseite der Gestalt der Gleichgewichtslage fortwährend parallel 

110) Die geschlagene Saite. Die zwischen und l befestigte 
Saite werde zur Zeit ^ » mit einem harten Hammer, dessen Schlagfläche 
von a; = a bis a? = 6 reicht, geschlagen. So ist 

%{x)^0, ®(-x)^-@{x), &{x + 2T)^@(x) 
zu setzen und es ist 

@(x) =. 0, @{x) = c, @{x) « 
0^x<a, a^x^b, b<x^l. 



für 

Daraus folgt 
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Nun ist 

@(g) 5m -^- dl = c / 5m -y^ dl ^— [cos -^ co5 — ^-j 

a 

woraus folgt 

17 — — 5^ > —5 sm —i f- stn — r r- 5m —7— 5m — = — 

(m) 

Alle Punkte der Saite gehen hier gleichzeitig durch die Gleich- 
gewichtslage, man hat es also mit stehenden Wellen zu tun. Zur Zeit 
T — ty T — 2Z : a ist die Gestalt der Saite die in bezug auf die x-Achse 
umgekehrte als zur Zeit ty man braucht deshalb die Bewegung nur 

in der Zeit yT zu studieren. Zu diesem Studium wird man weniger 

bequem von der Reihe, als Ton ihrer Summe ausgehen 

x^-at z — at 



Man erkennt leicht, daß auch hier die Saite fortwährend geradlinige 
Polygone bildet. Will man die Starke der Obertöne schätzen, so bilde man 

(m) 

Für die physikalische Untersuchung genQgt es, eine endliche Anzahl, 
etwa N Glieder, zu betrachten. Nehmen wir mit Helmholtz an, daB 
& — a im Verhältnis zur Länge der Saite sehr klein sei, setzen 

(6-a)c-c, L(p^a)-a', 



80 können wir, wenn N nicht sehr groß ist, schreiben 

2c' ^Tl 1 . amn . mnx . mitat 
fi ^ — > — sm —5 — Stn — =— stn — = — 

' an ^j m l l l 

Die mittlere lebendige Kraft des n^ Partialtones ist alsdann 



2P 



5»n'-, -• 



Die Obertone treten im allgemeinen yerhältnismäßig stark hervor, 
yiel stiurker als bei der gezupften Saite, was dem alten Klarier mit 
eisernen Hämmern den klimprigen Ton verlieh. Es fallen jedoch alle 
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ObertÖDC aas, die an der geschlagenen Stelle a einen Enotenpnnkt liaben^ 
z. B. f&r a » ^rl fallt der erste Oberton, die Oktave, aus. 

111) Die longitudinalen Schwingungen einer Saite hängen Ton der- 
selben Differentialgleichung ab als die transversalen, aber es hat dann a 
eine andere Bedeutung, es hängt a vom Elastizitätskoeffizienten des Stoffes 
ab und ist viel größer. Deshalb sind diese Schwingungen viel schnellere, 
die zugehörigen Töne viel höhere. Man erzeugt sie, indem man die Saite 
mit sehr rauhem Bogen sehr schräg anstreicht. Diese Töne werden musi- 
kalisch nicht verwertet. 

Die Flageolettöne entstehen, wenn man die Saite an einer Stelle 
nicht zwischen c und l durch angedrückten Finger fest macht, sondern 
nur berührt. Dann kommen nur die Töne zustande, die an der Berührungs- 
stelle einen Knotenpunkt haben. 



112) Bemerkung zur gliedweisen Differentiation der Fou- 
rierschen Reihe. Kronecker bespricht in seinen Vorlesungen über 
bestimmte Integrale auf S. 99 die gliedweise Differentiation. Er gibt 
(mit geringer Änderung der Bezeichnung) folgendes Raisonement. — Wir 
entwickeln die Ableitung fix) einer Funktion f{x) in die Fouriersche 
Reihe. Diese wird 

n n 

und durch Anwendung der partiellen Integration 

+ i 2 (/■(«) - A- «)) (- ^Y cos tix 

n 

worin u eine unbestimmte Zahl ist. Wir haben daher den Satz: „Dann 
und nur dann, wenn die Funktion f{x) an den Gültigkeitsgrenzen — n^ x 
der für sie bestehenden Fourierschen Reihe denselben Wert hat, wird 
ihre Ableitung durch diejenige Reihe dargestellt, welche bei gliedweiser 
Differentiation der ersten Reihe entsteht. Dabei ist zugleich vorausgesetzt 
daß die Funktion überhaupt eine Ableitung besitzt 
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Die letzte Bedingung Eroneckers laßt sich etwas modifizieren. Die 
Schlußfolgerungen bleiben nämlich im allgemeinen dieselben^ wenn man 
annimmt^ f(x) sei der vorwärtsgen^mmene Differeutialquotient yon f{x), 
der als überall Torhanden angenommen wird. Die Reihe für f{x) ist 
aber nicht überall gleich f\x). Vielmehr ist sie^ wenn f(x) unstetig ist; 

gleich yTC^ + O) + yTC^ — 0). Das letzte Glied ist aber der rückwärts- 
genommene Differentialquotient, der vom vorwärtsgenommenen verschieden 
sein kann, so daß dort ein Differentialquotient schlechthin nicht zu exi- 
stieren braucht. An solchen Stellen stellt die gliedweise differenzierte 
Reihe den Mittelwert zwischen dem vorwärts- und rückwärtsgenommenen 
Differentialquotienten dar. 

Über die allgemeine trigonometrische Reihe 

S{x) =- ya^ +^% «^ f*^ +^*i« **** f^^f 

bei der die Bedingung 8(— n) — iS(+ n) immer von selbst erfüllt ist, sagt 
der Eroneckersche Satz nichts aus. Er verlangt, daß man die die 
Summe der Reihe darstellende Funktion kenne, und daß diese Funktion 
die vorerwähnten Eigenschaften besitze. Nennt man eine Reihe von der 
Form S{x) eine trigonometrische Reihe und nur den speziellen Fall der- 
selben, in dem die Eoeffizienten die bekannten Integrale sind, eine 
Fouriersche Reihe, so gilt der Eroneckersche Satz nur für die 
Fourierschen Reihen. 

Da Eronecker das Bolzanosche Schluß verfahren nicht für bindend 
halt, so erklärt er auch die Frage nach der Einheitlichkeit der Fourier- 
schen Entwickelung noch fdr eine offene. 

113) Das Poissonsche GreuzintegraL Ist r<l, so ist 

B{x)^ 1 - 2r co8 2x + r^ ^ {i-rcos^x)^ + r^ sin^ 2x 

für jedes x positiv. Wird < 6 < c < ä angenommen, und ist f{x) in 
diesem Intervalle endlich und integrabel, so ist 



;»/^'^,«^-»- 



Denn der Nenner bleibt im Integrationsintervalle über einer bestimmten 
Zahl, während der Faktor 1 — r* gegen Null konvergiert. Dies gilt auch 
für f{x) = 1, und es ist deshalb 

c 6 

-wTT-dx = lim I -v>> c-dx. 
Rix) J E{x) > 
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wo wir b beliebig klein annehmen, insbesondere kleiner als yst annehmen 
dürfen. In einem solchen Intervalle • • • 6 ist 

diejenige stetige Funktion, deren Ableitung (1 — r*) : E(x) ist, daraus fließt 

c b 

Femer ist auch 



worin man b so klein annehmen darf, als man wilL Weiter ergibt sich 





6 





wo SR ein Mittelwert der Funktion f{x) + f(+ 0) im InterraU • • • 6 ist. 
Wir haben stillschweigend vorausgesetzt, daß f{+0) existiere. Deshalb 
können wir b so klein annehmen, daß SR beliebig klein wird, und da die 
gewonnene Gleichung für jedes noch so kleine b gilt, so gewinnen wir 
den Poissonschen Satz: Es ist 



wenn < c < » und f(x) endlich und integrabel ist. 



Zusatz zu 66). Mit denselben Mitteln wie das unter 66) behan- 
delte Integial, läßt sich auch das Integral 

00 

in dem %, a, positive Größen sind, auswerten. — Wir setzen 
Fij,) - j ^—^ ^-dx, 
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dann ist mit 58) 

flS 00 

"2 dy 2 dy ' 

Da f (y) fflr y — oo verschwindet, bo folgt 

-^W 2 «^(y + «.)• + 6,' 
Setzen wir y — * 0, so ergibt sich 



00 






Ist a^^' a^^a, (a positiv), so kann man, a als YeiHnderliche an- 
sehend, durch Anwendung derselben Methode zu der Gleichung gelangen 



00 



Ersetzt man 

cosb^x durch 1 — 25m*y6ia;; cosb^x durch 1 — 25in*Y6ja;, 
so nimmt das Integral die Gestalt an 

00 



■/ 



dx. 



x' 



Nimmt man nun noch b^ — 0, &, — 2b an, so gewinnt man die Formel 

OD 





Doppelintegrale. 

Obschon die Theorie und die Auswertung interessanter einfacher 
Integrale keineswegs erschöpft ist; so schalten wir doch hier eine, wenn 
Auch beschränkte^ Untersuchung der Doppelintegrale ein, weil einerseits 
diese Theorie vielfach Mittel liefert, in eleganter Weise die Werte ein- 
facher Integrale zu ermitteln, andererseits selbständiges Interesse bean- 
sprucht. 

Man könnte nach stetigen Funktionen fragen, deren zweiter nach x 
und y genommener DifFerentialquotient in einem Gebiete gleich einer ge- 
gebenen Funktion f{x,y) wäre. Eine solche Funktion kann offenbar nur 
bis auf eiuen additiven Ausdruck von der Form q>{x) + ^(y) bestimmt 
sein. Wir wollen jedoch von der Untersuchung der Doppelintegrale unter 
•diesem Gesichtspunkte absehen, diese vielmehr, wie üblich, sogleich als 
•den Grenzwert einer Summe auffassen. 

Es sind im Grunde zwei Arten von Doppelintegralen zu unterscheiden. 
Die eigentlichen Doppelintegrale, und die, die als eine Aufeinanderfolge 
von zwei einfachen Integrationen anzusehen sind. Die Untersuchung der 
letzteren zielt vielfach dahin ab, festzustellen, wann die Integrationsfolge 
vertauscht werden kann und wann sie als eigentliche Doppelintegrale auf- 
gefaßt werden dürfen. Die Zurückführung eines eigentlichen Doppel- 
integrales auf aufeinanderfolgende Integrationen ist im allgemeinen einfach, 
•die umgekehrte Aufgabe, aufeinanderfolgende Integrationen auf eigentliche 
Doppelintegrale zurückzuführen, ist nicht immer ausführbar. 

Was den Ausdruck angeht, so unterscheidet man beide Arten von 
Integralen nicht eben streng. Man spricht zum Beispiel vom Fourierschen 
Doppelintegral, obgleich gerade dieses eine Aufeinanderfolge von Integra- 
tionen bedeutet. 

Die hierbei auftretenden Fragen sind so mannigfacher Art, daß wir 
:sie hier nicht in derselben Allgemeinheit wie bei den einfachen Integralen 
erledigen können. Wir müssen uns vielmehr oft darauf beschranken, an 
Beispielen die Untersuchungsmethoden zu illustrieren. 

Da ich hier auf graphische Grundlage nicht verzichten kann und 
mich einer aus der graphischen Darstellung fließenden Terminologie be- 
•diene, so ist es nötig (vgl. § 13), einige Bemerkungen darüber voraus- 
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zuschicken. Es handelt sich dabei besonders um den Begriff ^Gebiet'^ 
Die Großen Xy y werden als rechtwinklige Koordinaten einer Ebene auf- 
gefaßt. 

Liegt X zwischen a und &, y zwischen c und d, so sind x, y auf ein 
Gebiet beschränkt^ das graphisch durch ein Rechteck dargestellt wird, 
dessen Seiten den Koordinatenachsen parallel sind. Dies Gebiet könnte, 
als am häufigsten vorkommend, als ein Normalgebiet bezeichnet werden. 
Die Bedingungen 

bestimmen rein arithmetisch Gebiete, die graphisch durch einen Kreis, 
bzw. eine Ellipse dargestellt werden. Es ergibt sich aber bei den Doppel- 
integralen häufig das Bedürfnis, von solchen und ähnlichen Gebieten all- 
gemeiner zu reden, und man wendet sich zu diesem Zwecke an die gra- 
phische Darstellung, an die Intuition. Man scheidet aus der Ebene durch 
einen oder auch mehrere geschlossene Züge ein Stück aus, gelegentlich 
auch mehrere Stücke, und nennt den so begrenzten und bestimmten 
Ebenenteil ein „Gebiet^^ Hierdurch wird manchen Sätzen ein allgemeiner 
Ausdruck verliehen, der, ohne gewisse Einschränkungen zu machen, nicht 
ganz unbedenklich ist. Wäre die Umgrenzung eines Gebietes eine solche, 
die wie die Weierstraßsche Kurve nirgend eine Tangente hat, obschon 
sie kontinuierlich verläuft, oder wäre eine solche Kurve ein Teil der Be- 
grenzung, so wäre es fraglich, ob man von einem Flächeninhalte eines 
solchen Gebietes reden könnte, jedenfalls stünde die Maßbestimmung des- 
selben in Frage. Von einer Länge dieser Kurve könnte man auch nicht 
reden. In den Anwendungen, die wir hier machen, wird ein Gebiet ent- 
weder von einfachen Kurven oder Kurvenstücken begrenzt sein, die wie 
ein geschlossenes Polygon nur eine endliche Anzahl Ecken oder singulare 
Punkte, in denen keine Tangente vorhanden ist, haben. Ein Kreis- oder 
Ellipsensegment, ein Sektor, ein Ellipsenring sind Beispiele. Auf solche 
Ebenenteile ist das Wort „Gebiet^ zu beschränken. Wird ein Gebiet T 
in Teilgebiete zerlegt, so gilt auch für die Begrenzung der Teilgebiete das 
Gesagte, insbesondere müssen wir voraussetzen, daß sie einen Flächen- 
inhalt besitzen. 

Diese Bemerkungen sind nötig, damit man nicht manchen Sätzen 
ihrer Aussprache wegen eine größere Allgemeinheit zuschreibt, als ihnen 
zukommt. « 

114) Definition des Doppelintegrales. Wir zerlegen ein GebietT 
der a;j^-Ebene, das aus einem oder mehreren Stücken bestehen, auch mehr- 
fach zusammenhängend sein kann, in n kleine Teile ^i^s^s ' * ' ^n; ^^^ ^^^ 
Bedingung unterworfen sind, ganz mit einem Quadrate von dem Inhalt d* 

Thomae, BesÜmmte Integrale. * 
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umgeben werden zu köunen^ wo d eine kleine Zahl ist. Die in T ge- 
gebene Funktion zweier Veränderlichen f(Xy y) habe (vgl. § 5) im Ge- 
biete r^ die obere Grenze 6f^ und die untere Grenze ^^; und |^ sei ein 
echter Bruch^ und 1 eingeschlossen. Alsdann bilden wir die über alle /t 
von 1 bis n zu erstreckende Summe 

Nähert sich diese Summe einem bestimmten Grenzwerte, wenn 8 der 
Grenze Null zugeföhrt wird, n also über alle Grenzen wächst, so nennt 
man diesen Grenzwert das über das Gebiet T erstreckte Integral von 
f{x,y) und schreibt dafür 

ff^x,y)dT oder ff(x,y)dT, 

WO (T) das Integrationsgebiet andeutet, und fortgelassen werden kann, 
wenn das Gebiet sonst deutlich gekennzeichnet ist. 
Ist f(x,y) stetig, so kann bei gegebenen |^ 

gesetzt werden, wenn Xftyfi eiu Zahlenpaar bedeutet, dessen graphische 
Darstellung in das Gebiet r^ fällt. 

Umgekehrt ist selbst bei unstetigen Funktionen ({Xf^^y^) in der Form 
der linken Seite stets enthalten. 

Der Grenzwert unserer Summe, also das Integral, ist vorhanden, wenn 
die Jcritische Summe 

für beliebig abnehmende r (oder S) der Grenze Null zustrebt. 

115) Die kritische Summe ist Null, das über T erstreckte Integral 

hat einen Sinn, einen bestimmten Wert [f(x,y) immer als endlich voraus- 
gesetzt]: 

Erstens: Wenn /(x^y) in T stetig ist, dann wird die größte Schwan- 
kung mit den r unendlich klein. 

Zweitens'^ Wenn f(Xyy) nur in einzelnen Punkten und Linien un- 
stetig wird. * 

Drittens: Wenn f{Xyy) zwar unendlich oft unstetig wird, wenn aber 
die Summe der Flächenelemente r, in denen G^ — Qf^^ 6 ist, wie klein 
auch 6 sein mag, dem Flächeninhalte nach dadurch beliebig klein ge- 
macht werden kann, daß man die z klein genug nimmt. 
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Der Beweis dieser Sätze ist dem der entsprechenden Sätze für ein- 
fache Integrale ganz analog (ygl. 30), 31)). Wir können nns deshalb hier 
kürzer fassen. 

Wir zerlegen zunächst das Gebiet I dnreh eine Teilung (r^^^), deren 
Elemente t^\ t^\ ' ' 'f''^^ ^^^ Flächeninhalte nach kleiner als d<*)- d^^^ sind. 
Eine folgende Teilung entstehe aus dieser dadurch, dafi man jeden Flächen- 
teil T<^> weiter teilt. Die erhaltenen Teile seien tW x^^ • • • t^^\ und diese 
seien ihrem Flächeninhalte nach kleiner als 6^^ • d(^. Dieses Verfahren 
setzt man fort, wodurch man Teilungen (r^^>), (t^*^), • • •, (t^0> * ' * erhält 
Die Teilflächen der Teilung (r^) sollen sich sämtlich durch Quadrate um- 
geben lassen, deren Inhalt kleiner als d^^ • d^^ ist. Dazu kommt die 
Voraussetzung, daß die Zahlen d^^\ d^^^ • • •, d^\ • • • eine monoton gegen 
Null konyergierende Folge bilden. Die obere Grenze der Funktion f(x,y) 
im Gebiete r^) sei G^\ die untere g^\ Dann bilden die Zahlen 

(") w (») 

in denen die Summe über alle Teilstücke t^"^ zu erstrecken ist, eine 
monoton abnehmende Folge, deren Terme sämtlich die Ungleichung be- 
friedigen 

Tg<Ä^<TG, 

wenn ^, O die unteren und oberen Grenzen von f in T sind. Die Zahlen 
A^y Ä^y • • • nähern sich deshalb nach 11) einer bestimmten Zahl Ä, 

Bilden wir weiter, unter sfif^ die untere Grenze von f im Gebiete x^"^ 
yerstehend, die Zahlenfolge 

TT iy) (") 

so bilden sie eine monoton zunehmende, unter T • G bleibende Folge und 
nähern sich deshalb einer bestimmten Zahl B. 
Ist nun für abnehmende r 

SO ist 

lim {A^ - B;) = limy T<r) (G^) - ff^)) - 0, ^ - i?, 

und nach 18) 

{y) (1-) (») 

Der Grenzwert ist eine bestimmte Zahl, die der Wert des Integrales 
ffdT heißt. 

7* 
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Damit aber das Integral einen völlig bestimmten Sinn habe^ muß noch 
bewiesen werden, daß unsere Summe bei jeder Art der Teilung sich dem- 
selben Grenzwerte A nähert, wenn nur die t beliebig klein werden, gleich- 
yiel ob die folgende Teilung eine fortgesetzte der Yoraufgehenden ist oder 
nicht. Die Prinzipien, die dabei maßgebend sind, sind dieselben, als die 
unter 30) angewandten bei einfachen Integralen. Deshalb begnQge ich 
mich hier, auf jenen Beweis zu verweisen. 

Wann ist nun die kritische Summe Null? Wir zerlegen die Summe 

in zwei Teile 

Der erste Teil Z' enthalte diejenigen Teilelemente r, in denen die 
größte Schwankung kleiner als tf, der zweite E" diejenigen Elemente, in 
denen die größte Schwankung > als tf ist. Stets ist die größte Schwan- 
kung '^Gr — g. Der erste Teil ist nach 18) kleiner als tf • T, also be- 
liebig klein, wenn man 6 klein genug annimmt. Der zweite Teil aber 
kann nach der in 115) unter „Drittens'^ aufgestellten Bedingung beliebig 
klein gemacht werden. Da unter diesem Falle die Fälle „Erstens^' und 
„Zweitens^' als spezielle enthalten sind, so sind damit die Sätze unter 115) 
erwiesen, weil eben in diesen Fällen der Grenzwert der kritischen Summe 
NuU ist. 

116) Mittelwertsatz. Hat die Funktion ^){x,y) im Gebiete T überall 
dasselbe Vorzeichen, so ist 

wenn g die untere, G die obere Grenze von f(x,y) in T ist. Dabei muß 
natürlich g>(x,y) und f(x,y)(p(x,y) in T integrabel sein, d. h. die Be- 
dingungen der vorigen Nummer befriedigen. 

Es ist nämlich nach 18), wenn, was die Allgemeinheit offenbar nicht 
beschränkt, tp positiv ist, 

fg <p(^,y) dT <ff{x, y) q,{x, y) dT <fQq>{x, y) dT, 
woraus der Satz unmittelbar folgt. 

117) Zurückführung des Doppeliutegrales auf nacheinander- 
folgende Integrationen. Ein vielfach brauchbares Mittel zur Aus- 
wertung von Doppelintegralen ist die Zurückführung derselben auf zwei 
aufeinanderfolgende Integrationen. 



Aufeinander folgende Integrationen. 
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Um das Integrationsgebiet T werde ein Rechteck R beschrieben ^ in 
dem a^X'^h, c^y ^d ist. Wird dann f{x,y) als eine in T integrable 
Funktion, außerhalb T aber gleich Null ^ 
angenommen, so ist das Integral ^ 

über T erstreckt gleich demselben Inte- 
grale über R erstreckt. Das Rechteck 
zerlegen wir in kleine Rechtecke, 

Das Integral ist dann der Grenzwert 

lim^^(x^^^-x^{y^^^ - y,)f{x^y y,), 

wo sich das Limeszeichen auf die Abnahme der kleinen Rechtecke bezieht. 
Da f(x,y) integrabel sein soU, so kann man für die f der Summe be- 
liebige Werte der Funktion in den Teilrechtecken wählen, also auch, wie 
hier geschehen, die Werte in einer Ecke. Nun kann man die Teilrecht- 
ecke in beliebiger Weise zu Null abnehmen lassen. Macht man zuerst 
die y^+i — y„ beliebig klein, dann die x^^^ — x^, so folgt 

d b d 

ff(^. y) äT - Um ^(x^^r- %)ff{x^, y) dy -ff fix, y) dy dx. 

/i c a c 

Läßt man zuerst die x^^^ — x^ gegen Null konvergieren, dann die y^+i — y^» 
so ergibt sich 

6 d b 

fn^. y) äT - lim ^ (y,+i - y;)ff(.x, yj dx -ff fix, y) dx dy, 

V a c a 

woraus zugleich folgt, daß man die IntegraHonsreihenfolge vertauschen darf' 
Nehmen wir an, daß jede Parallele zur ^- Achse und jede Parallele 
zur y-Achse in das Gebiet T nur einmal eintrete und einmal austrete, 
und zwar, daß die zur y- Achse Parallele mit der Abszisse x hei y ^ v{x) 
ein-, bei y ^ il;(x) austrete, so ist, weil f außerhalb T den Wert Null hat, 

d ^(«) 

ff{^,y)äy^ff{Xyy)dy 

c tp{x) 

eine Funktion von x, und wir erhalten 

h xV{x) 

ff{x, y)dT -ff fix, y) dy dx 

a 9(«) 



ay 
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und in ähnlicher Weise 

ff{x, y) dT --ff fix, y) dx dy, 

C (U(|f) 

wenn die zur Ordinate y gehörende Parallele bei cD(y) in T ein-, bei %(]/) 
aus T heraustritt. Die Funktionen (p, ^, o, % setzen wir als stetige 
voraus. 

Treten die Parallelen mehrere Male in T ein und aus, so kann man 

das Gebiet T in solche Stücke zerlegen I^ + T, H + T,, für die die 

Parallelen nur einmal ein- und austreten und dann die Terme der Summe 

ffix, y)dT -ffdT + ffdT + • • • +ffdT 
(t) (t,) (H) (r„) 

in obiger Weise auf aufeinanderfolgende Integrationen zurückführen. 

118) Polarkoordinaten. Die Teilung des Gebietes T in abnehmende 
Rechtecke r ist die nächstliegende. Häufig genug nimmt man aber auch 
andere Teilungen vor. Eine der wichtigsten ist die Teilung durch kon- 
zentrische Kreise und deren Radien. 

Es sei x — Xq^t cost, y — y^^r sin t, dann ist das Flächenelement r, 
das durch zwei benachbarte konzentrische Kreise und zwei benachbarte 
Radien bestimmt wird, die Ghröße 

rdrdt + ^drdrdt^rdrdt{\ + ^^, 

und es strebt dri2r bei fortschreitender Teilung, wenn die benachbarten 
Kreise und die benachbarten Radien enger und enger genommen werden, 
der Grenze Null zu, wenn r nicht NuU ist. Liegt x^y^ im Innern oder 
am Rande von T, so legen wir um diesen Punkt herum als Mittelpunkt 
einen Kreis mit dem kleinen Radius b und bezeichnen das durch ihn in T 
bestimmte Gebiet mit Tq. Dann ist das über T erstreckte Integral gleich 
dem über T ^r^ erstreckten Integral, plus dem über r^ erstreckten. Das 
Integral über t^ strebt (Mittelwertsatz) mit abnehmenden s der Grenze 
Null zu. Das über T — r^ erstreckte Integral ist 

j f(xQ + rcostyyQ + rsint)dT =^fj fix^ + rcost, y^ + rsin t)rdr dt. 

Da aber das Element rdrdt=^dT mit abnehmenden r gegen Null 
konvergiert, so ist offenbar das über T — t^ erstreckte Integral gleich dem 
über T erstreckten, wenn b und also Tq zur Grenze Null übergeht. 

Ist das Gebiet T von zwei konzentrischen Kreisen mit dem Mittel- 
punkte x^y^ und von zwei Radien begrenzt, so wird das Doppelintegral 
durch diese Substitution — so kann man die Einführung von Polarkoor- 
dinaten nennen — auf ein solches mit konstanten Grenzen zurückgeführt. 
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Die Radien der beiden Orenzkreise seien r^ und r^, die Richtungen der 
Grenzradien t^, t^, so ergibt sich 

ff{Xyy)dT^fff{xQ + rcost,y^ + r$int)rdidr. 

Zum Beweise führe man die Integration durch Summation zuerst 
über die Rechtecke eines einem konstanten r entsprechenden Streifens von 
der Breite dr aus^ dann summiere man über diese Streifen. 

Summiert man zuerst über einen Sektor von der Öffiiung dt^ und 
dann über alle Sektoren, so erhält man noch: 

ff{x,y)dT^fff(x^ + rco8t,y^ + rsint)rdrdt, 

was auch aus dem Satz von der einfachen Yertauschbarkeit der Inte- 
grationsfolge bei konstanten Grenzen folgt. 

119) Doppelintegrale mit Unendlichkeitsstellen. Wir be- 
nutzen die Substitution in Polarkoordinaten, um zu beweisen, daß ein 
Doppelintegral einen unbedingten Sinn hat, wenn der Integrand in ein- 
zelnen Punkten — es genügt, den Nachweis für eine Stelle zu liefern — 
in einer niederen als der zweiten Ordnung unendlich groß wird. 

Wir sagen, f^x^y) werde im Punkte x^y^ unendlich groß in der 
a^"" Ordnung, wenn f{x,y)r"y ^^= (^ — ^o)^+ (y — yo)^ ^®i J®^®^ ^^ ^®^ 
Annäherung von x/y an die Stelle Xq, y^ im Gebiete T unterhalb einer 
endlichen Grenze bleibt. 

Um in einem solchen Falle das Doppelintegral zu definieren, nehmen 
wir an, daß T^T^T^- -- T^-- Umgebungen des Punktes x^y^ seien, von 
denen jede voraufgehende die nachfolgende so einschließt, daß lim T^ der 
Grenze Null zustrebt. Nähern sich nun die über 

i^-r„ T-r^, r-T„ .., r-r„ .. 

erstreckten Integrale einer bestimmten Grenze, unabhängig von der Ge- 
stalt der I\ T, • • •, so nennt man diese Grenze das über T erstreckte 
Integral. 

Für die Existenz des Integrales ist es notwendig und hinreichend, 
daß für jedes ganze positive m das über T„ — T„^^ erstreckte Integral 
dadurch beliebig klein gemacht werden kann, daß n groß genug genommen 
wird, denn in diesem Falle strebt das über T—T^ erstreckte Integral nach 
arithmetischen Sätzen einer bestimmten Grenze zu. 

Nun werde T„ durch den Kreis r^ von außen, T^^^ ^i^rch den 
Kreis r..„ von innen berührt und es sei (t„_ die obere Grenze von 
q>(x,y) ^ absf(x,y)r" zwischen diesen Kreisen. Weiter bezeichnen wir 
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das Gebiet zwischen T^T^^^ mit (n,m), so ist in leicht verständlicher 
Bezeichnung 

2 — a \ n n+m/ 

nnd dieser Ausdruck wird, weil 2 — a positiv ist, mit wachsenden n be- 
liebig klein. Damit ist der ausgesprochene Satz erwiesen. — Liegt die 
ünendlichkeitsstelle am Rande, so braucht man nur, um die SchluBweise 
nicht modifizieren zu müssen, die Funktion f über den Band hinaus mit 
dem Werte Null ein Stück fortzusetzen. 

Unterscheiden sich T^T^ - • • der Gestalt nach von I\Tj- • •, haben 
aber die Eigenschaft, daß lim T— T^ = T wird, wenn n über alle Grenzen 
wächst, so kann man in T^ n so groß annehmen, daß T„' von T^ ganz 
umschlössen wird. Die beiden Integrale über T/ und T^ unterscheiden 
sich deshalb, wenn v groß genug genommen wird, beliebig wenig. Der 
Grenzwert ist von der Gestalt der T^, T„ • • • unabhängig. 

Ist das ünendlichwerden von Logarithmen abhängig, oder wird f 
längs einer Linie unendlich groß, so woUen wir darüber hier keine all- 
gemeinen Begeln angeben, sondern solche Fälle der Spezialuntersuchung 
überlassen. 

120) Unendliche Gebiete T. Erstreckt sich das Gebiet I ins Un- 
endliche, so schneiden wir davon Stücke T^, Tg, Tj, • • •, T^, • • • so ab, 
daß jedes folgende das voraufgehende umfaßt, und daß Um T^^ T wird. 
Nähert sich die Reihe der über T^T^- - - T^- - - erstreckten Integrale einer 
bestimmten Grenze, so nennt man diesen Grenzwert das über T erstreckte 
Integral. Ist J^ das über T^ erstreckte Integral, so ist die Bedingung 
für das Vorhandensein des Integrales die, daß Jn^-m'^^n ^ jedes ganze 
positive m dadurch beliebig klein gemacht werden kann, daß n groß genug 
genommen wird. 

Man beweist ganz analog dem Beweisgange des vorigen Paragraphen, 
daß dies der Fall ist, wenn 

für in T wachsende rr, y für ein positives a endlich bleibt, oder wenn, 
wie man sagt, f in T im Unendlichen in einer (angebbar) höheren Ord- 
nung als der zweiten verschwindet. 

Ist das Gebiet ein Parallelstreifen, so genügt es, wenn f in einer 
höheren Ordnung als der ersten verschwindet. 
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\ 
121) Das Produkt zweier einfacher Integrale läßt sich als 
Doppelintegral auffassen. Es ist 



b d b d 



ff{x) dxfg>{y) dy ^ff[f(x) qp(y)] dy dx, 

a c a c 

wie aus der Summendefinition ohne weiteres folgt. — Umgekehrt läßt 
sich ein Doppelintegral mit konstanten Grenzen^ dessen Integrand in zwei 
Paktoren zerfällt, von denen der eine nur von x, der andere nur von y 
abhängt, in ein Produkt zweier einfacher Integrale zerlegen. 
Dieser Satz läßt sich auch auf ein Integral anwenden, 

wenn es ober das unendliche Gebiet T 

a^x^oo, h^y^oo 

erstreckt wird, sofern das Integral unbedingt konvergent ist. Denn es ist 
( f{x)<p(jf)dT'^lim lim ff{x)dx i(p{y)dy^ if{^)dx fq>(t/)dy, 

ab ab 

Es ist dabei nötig, daß f{x), g>(y) für sich ins unendliche inte- 
gi*abel sind. 

122) Das Laplacesche Integral. Es sei T die unendliche Viertel- 
ebene zwischen der positiv reellen ;r-Achse und der positiv reellen jf-Achse. 
Dann ist nach dem vorigen Paragraphen 

00 00 

fe-'^'^dT^fe-'^er^dT^fe-'^dx -fc^dy. 



Wollen wir nun, Polarkoordinaten einführend, dT^rdrdi setzen, 
so ist zu beachten, daß die Zulässigkeit dieser Substitution doch nur für 
endliche Gebiete erwiesen ist. Es ist deshalb notig, auf die Definition 
des Doppelintegrales für unendliche Gebiete zurückzugehen. Wir inte- 
grieren über das Quadrat O^a:^©, 0<y^ai. Das Gebiet eines 
Viertelkreises um a; — 0, y « mit dem Radius o, das wir mit (©) be- 
zeichnen wollen, liegt ganz im Innern des Quadrates. Der Viertelkreis 
{y2 a) mit dem Radius ^2 (o enthält das Quadrat im Innern. Da nun 
der Integrand positiv ist, so folgt 






"-»•dT. 
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In den beiden äaßeren Integralen können wir nun Polarkoordinaten 
einführen und erhalten dadurch die Ungleichungen 

Ol 2 üi CO Yim i 

ffe-'^rdtdr <fe-'^dx -fe'^dy <f fe-'^rdtdr, 



(U 00 

f J'e-'^r dr = |(1 -e-»*) < {fe-^dxj < ^(l-e"««^). 



Die beiden äußeren Zahlen nähern sich für wachsende o dem reellen 
Werte -^ tc, die Ungleichungen gehen für lim oj =» oo in Gleichungen über, 
und man erhält 

00 00 



wo die Wurzel offenbar positiv zu nehmen ist. 

Das Laplacesche Integral spielt eine Rolle in der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung und wird deshalb auch das Wahrscheinlichkeitsintegral 
genannt. 

123) Erweiterung des Laplaceschen Integrales. Machen wir 
im Laplaceschen Integrale die Substitution Yäx für x, Ya als positive 
reelle Zahl annehmend, so folgt 



Das noch mehr erweiterte Integral 

00 

u =J c-*^ cosbxdx 



ist positiv für reelle Werte von &• Man findet nämlich durch Differen- 
tiation und partielle Integration 



00 00 

T^ — — / e'^'^ sin bxxdx = — 5— / e""^"^ cosbxdx =- — ^-w, 
ib J ^aj 2a ' 



du 
db 




und also 



OB 00 

w — -^ / e'^^'^x sin bxdx ^ -r- f ^"^^ sin (--pa?) dx. 
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Die Funktion 

xe'^^x:il + x' + :^+-') 

ist eine mit wachsenden x monoton abnehmende Funktion. Zerlegt man 
im letzten Integrale das Integrationsintervall in Teilintervalle 

r. Yan yan ^V^JÜ ^^an syän 

^ 6~' b b ' b &~"' '"' 

80 erhält man eine Summe von Integralen, deren Werte fortwährend mit 
wechselnden Zeichen gegen Null abnehmen, und deren erstes positiv ist, 
ihre Summe ist deshalb positiv. 

Wir können daher schreiben (vgl. § 20) 

^J91^_^ lgU^_^ + lgC, U^Ce^. 

db 2a' ^ 4a ' ^ ' 



Für 6 = ist w =" y ")/(» : a) , woraus fließt C ^ — yiit : a) und also 

? / — zi* 

c"*** COÄ tarda; =1/^6*^ . 



/ 





124) In der Lehre von den bestimmten Integralen werden her- 
gebrachterweise manche Integrale untersucht, ohne daß man aus der 
Systematik einen zwingenden Grund ersieht, warum man gerade auf diese 
Integrale verfällt. Sie sind gelegentlich von bedeutenden Forschem be- 
handelt worden und haben so einen historischen Anspruch erhalten, in 
den Kreis der Betrachtungen gezogen zu werden, zumal sie die Methode 
gut illustrieren. Es folgen einige solche Beispiele, die auf Laplace 
zurückzufahren sind. 

Unter 58) haben wir für positive p die Gleichungen gefunden: 

00 00 

j e-^'cosqxdx^-^,, J e'^' sinqxdx ^ ^^,' 



Wir schreiben y für p, multiplizieren die erste dieser Gleichungen 
mit sinJcydy und integrieren dann über y zwischen € und oo, wo $ 
eine positive Zahl ist. So folgt durch Umkehrung der Integrations- 
reihenfolge 

00 00 00 

^* "" J ^g'W " *" J ^^ ^^ ** J ^"'^ ^* *^ ^^ 

00 00 

=- I dxcosqx I e-^* sinhydy. 
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Nun ist^ wenn | einen echten positiven Bruch bedeutet, 

/ e^^"" sinkydy =^ 1 e-^"" sinkydy — 1 e'^' sinJcydy 

ff 

80 daß sich ei^bt 

00 00 

Wff == f -i^^dx — € sink^a I e"^^' cosqxdx, 



Der zweite Teil dieses Ausdruckes strebt mit abnehmenden e der 
Grenze Null zu, so daß man für lim £ « die Beziehung erhält 



Aus der zweiten Form folgt, daß für reelle q und positive k u po- 
sitiv ist. — Unter der Voraussetzung, daß q und k gleiche Vorzeichen 
haben, setzen wir y ^ qx :k und erhalten so 

00 00 00 

y^kcosqxdx /* q^xsinqxdx C xsinqxdx 
** + x« J k\q^+iq^x':k^)''J k* + x' 


125) Unter 69) haben wir bewiesen, daß 

00 00 

du d Ck cos qxdx , Cx sin qx dx 

dq "" dlj ~k^+~o^~ '^ ^J "PT^^ 



sei. Es ist deshalb nach der letzten Gleichung der vorigen Nummer 

pi^^Jcu, ?]?ii = -Ä, Igu^-ku + lgC, u = Cc"*«. 
Um die Konstante zu bestimmen, bemerken wir, daß, wenn Ä > ist, 



%, 



eo 



ist Ist aber ä; < 0, so ist derselbe Ausdruck gleich —-^^ic- Es folgt deshalb 





00 

/x sin qxdx 1 _«Atro« 





wo sgn z das Vorzeichen von bedeutet. 
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Setzen wir jetzt k als positiv voraus, so folgt durch Addition 

fÄe-^2>0, 



/ 



kc08qX'\-x sin qx , 



1 A 

3r, g-0, 



2 

10, 2<0. 

Nimmt man q als Abszisse, den Wert des Integrales als Ordinate, 
so stellt das Integral eine Kurve dar, die fiir negative Abszissen mit der 
Abszissenacbse zusammenfällt, deren Ordinate fQr den Punkt - n ist, 
fdr positive Abszissen von dem asymptotisch größten Werte n an stetig 
abnimmt. Die Kurve nähert sich fdr wachsende Abszissen asymptotisch 
der Abszissenachse. 

126) Eine andere Erweiterung des Laplaceschen Integrales. 
Ist fix + — j eine zwischen und oo integrable Funktion, so kann das 
Integral ^ 



durch die Substitution x + (a^ : x) ^ t transformiert werden. Aus der 
Substitutionsgleichung folgt 

Läuft t von cx) bis 2a abnehmend, so läuft x, wenn wir die Wurzel 
n^^tiv nehmen, wachsend von bis a, von da an ist die Wurzel positiv 
zu nehmen, damit x, wenn t von 2a bis ins Unendliche positiv wächst, 
ebenfalls positiv ins Unendliche wachse. Es ist deshalb 



und durch Umkehrung der Grenzen des ersten Integrales rechts 

2a 

Substituieren wir weiter ^*— 4a*=- a:*, tdt^xdx, so folgt 

OQ OO 

Jf(x + ^) dx -JfiV^^Aa*) dx. 
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Um hieraus eine Erweiterung des Laplac eschen Integrales zu erhalten, 
nehmen wir 



an. Dann ist 



Also 



00 00 

0^ Ü 

00 00 

00 CO 



wo a positiv zu nehmen ist — Dieses Resultat haben wir auf anderem 
Wege schon unter 68) gefunden. 

127) Noch eine Modifikation dieses Integrales. Obschon 

e ^ analytisch genommen bei rr « eine wesentlich singulare Stelle 
hat^ so ist dieser Integrand doch von bis oo integrabel, denn die Un- 
stetigkeit des Integranden an der Stelle x =^0 ist eine in endlichen 
Grenzen enthaltene Unbestimmtheit. Wollte man auf das von bis oo 
erstreckte Integral dieser Funktion die Formel der vorigen Nummer an- 
wenden^ indem man einfach a^ durch ia^ darin ersetzte^ so würde man 
zu einem richtigen Resultate gelangen. Allein der Tenor der gemachten 
Transformationen würde zu Unstimmigkeiten führen. Man muß deshalb, 
um, die durch Trennung des Reellen mxd Imaginären hervorgehenden 
Integrale 

00 00 

M= / e"'^ cos^dx, v^ I e'"^ sin^dx 



auszuwerten^ zu anderen Hilfsmitteln seine Zuflucht nehmen.'*') — Man 
erhält unter Anwendung der Substitution a: x fQr rc nach der DiflFeren- 
tiation die Gleichungen 



*) Das sagt auch G. F. Meyer in seinen Vorlesungen über bestimmte Integrale 
(Leipzig 1871) auf Seite 321, bezieht sich aber im folgenden doch auf die unbe- 
wiesenen Formeln. 
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da F X* X* . j ' 



00 00 

—ii ^ 4a I e ^ sins? —^dx^ 4t j e"** ^'w -^ da; — 4t;. 



In ähnlicher Weise erhält man 

d^v . 

da*. ' 

nnd also 

g+16«-0, S+16«.0. 

Es genügen u, v derselben homogenen linearen Differentialgleichung. 
Die allgemeine Lösung dieser DiiFerentialgleichung ist bekanntlich 

__T_2a — :i^2a — ^- 2a ——2a 

Unter diesen Lösungen müssen unsere Litegrale enthalten sein. Da 
die Integrale für wachsende a endlich bleiben, so müssen in ihren Dar- 
stellungen durch die obige Form c^c^ NuU sein. Ist nun 

so folgt aus der Beziehung 4i; = cPu : d(3? 

und es muß, weil t? für a = verschwindet, c^ « c, sein. 

Daraus fließt 

U'=^2c^e''y^^cosY2a, v = 2Ci6->'**' sm)/2a. 

Für a = geht u in das Laplacesche (Haupt-) Integral über, wird 
gleich yV^t. Es ist demnach 2c^ =■ ytap, und es ergibt sich 

00 



00 

t;= j e-"^ sin^^dx^^y%e''y^''co8V2a, 



128) Einfache Substitutionen. Ist ein Doppelintegral über ein 
Oebiet T zu erstrecken, so sucht man dasselbe oft nicht bloß auf zwei 
aufeinanderfolgende Integrationen zurückzuführen, sondern man erstrebt 
noch, diese Integrationen auf konstante Grenzen zu bringen, was in der 



112 



Doppelintegrale. 



Regel eine Vereinfachung bedeutet. Es gelingt diese Zurückführung oft 
durch passende Wahl der Integrationselemente; der kleinen Gebietsteile r 
in der definierenden Summe, /)der, was auf dasselbe hinauskommt, durch 
EinfQhrung neuer Variabeln durch eine Substitution, die dann auch noch 
unter dem Gesichtspunkte der Abbildung aufgefaßt werden kann. 

Wir erörtern dies an einigen Beispielen. — Ist das Gebiet von zwei 
konzentrischen Kreisen, und zwei Radien derselben begrenzt, so ist das 
ein Beispiel dafür, wie man durch Einführung von Polarkoordinaten zu 
konstanten Grenzen gelangen kann. Dies ist bereits oben dagewesen. 

Dieser Substitution ist die Ivorysche ähnlich. Es wird gesetzt 
X ^ ar cos u, y = br sin u, 

Eonstanten Werten von r entsprechen einander ähnliche Ellipsen mit den 
Halbachsen ar, br. Wir nehmen a > 6 an. Eonstanten Werten von u 

entsprechen gerade Linien durch den 
Eoordinatenanfang. Um die Substitution 
geometrisch zu deuten, schlagen wir 
(siehe die nebenstehende Figur) über der 
großen Achse ATJ » 2ar einen Eireis und 
verlängern die Ordinate des Punktes xy 
bis zum Schnitt P mit dem Ereise. So 
ist Px ^ ay:b. Da y :x ^btg u:a 
ist, und y : X ^b{Px): aXy so folgt 
tgu =^ {Px) : X, und es ist m = -«^ PoTT 
die sogenannte exzentrische Anomalie 
des Punktes xy. Der Ellipsensektor 
yoW wird dadurch erhalten, daß man den Ereissektor PoT[ mit bia 
multipliziert. Er ist deshalb gleich 6aVu : 2a = yatr^t*. Zur Ano- 
malie u-{-du gehört der Sektor —abr^iu-^-du) und es ist die DiflFerenz 

dieser Sektoren gleich —abr^du. Bilden wir nun den entsprechenden 
Sektor der zu r •{• dr gehörenden Ellipse, und dann die Differenz der 
beiden, so ist diese bis auf eine kleine Größe dritter Ordnung 

t ■= abrdrdu. 

Dieses Flächenelement ist von zwei nahe benachbarten ähnlichen 
Ellipsen und zwei nahe benachbarten Radii vectores begrenzt. Es wird 
demnach 

Wird das Gebiet T von zwei ähnlich und ähnlich liegenden EUipsen 
und zwei Mittelpunktsstrahlen begrenzt, so wird durch die Ivorysche 
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Substitution das lBtegrdlff{x,y)dT auf ein Doppelintegral mit konstanten 
Grenzen zurückgeführt. 

Ist das Gebiet T ein Rechteck, dessen Seiten den Koordinatenachsen 
nicht parallel sind, so zerlegen wir dasselbe durch gerade Linien, die den 
Rechteckseiten parallel sind, in rechteckige Elemente r. Ist rj die Ent- 
fernung eines Punktes im Rechteck von einer durch den Koordinaten- 
anfang gehenden einer Rechteckseite parallelen Geraden, | die Entfernung 
von einer auch durch den Koordinatenanfang gehenden, auf jener senk- 
recht stehenden Geraden, und ist (o der Winkel, den die erste Gerade 
(fj » 0) mit der positiven o;- Achse einschließt, so ist 

li '^ X cos (D + y sin (o, rj ^ — x sin a + y cos o, 
x^icos (D — fisinoiy y =• 6 ^n CD -h 1^ cos <D. 
In einem Punkte des Rechtecks T hat der Integrand f(x, y) den Wert 
f{Xf y) =- /"(f cos fi> — 1? m CD, 5 sin o -f- ly cos ©) =« (p{i, ij), 

es ist f{x,y) eine Funktion von | und i^. Scharen paralleler Linien | 
und 17 zerlegen das Rechteck T in kleine Rechtecke t gleich dl^dti. Es 
ist demnach das über T erstreckte Integral 

a Y 

wenn V ^ Vf V "^ ^1 i ^ ^f l ^ ß ^^^ Seiten des gegebenen Rechtecks 
entsprechen. Damit sind die konstanten Grenzen erreicht. 

Durch unsere Substitution wird das gegebene Rechteck T der 
a;y-Ebene auf ein anderes in der Ii^-Ebene abgebildet, dessen Seiten den 
neuen Koordinatenachsen i,fj parallel sind. Die Abbildung ist eine kon- 
gruente, die Rechtecke dx dy sind den Rechtecken d^dri, ihren Bildern, 
kongruent. 

Die Einführung neuer Koordinaten durch ParaUelverschiebung braucht 
wegen ihrer Einfachheit nicht besonders erörtert zu werden. 

129) Es seien x »- x{u, v), y » y(u, v) die Parameterdarstellungen 
zweier Kuryenscharen, die in T folgende Eigenschaften haben: 

Die Kurren, die yerschiedenen festen u entsprechen, schneiden sich 
in T nicht, und die Kurven, die yerschiedenen festen v entsprechen, 
schneiden sich in T ebenfalls nicht. Jede Kurve u wird von jeder Kurve v 
in einem und nur einem Punkte getroffen unter einem von und n ver- 
schiedenen Winkel. Durch jeden Punkt x^ y geht ein (und folglich) nur 
ein Kurvenpaar u, v. Die Abstände der Kurven, die benachbarten Werten 
von u entsprechen, und ebenso die Abstände der Kurven, die benachbarten 
Werten von v entsprechen, werden beliebig klein, wenn u bzw. 1; hin- 

Thomae, Bestimmte Integrale. 8 
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reichend wenig geändert werden. Die Funktionen Xy y besitzen nach u 
und V bestimmte endliche und stetige Differentialquotienten. 

Bildet man das Gebiet T durch die Beziehungen x^x(UyV)y y(Uf v) 
in die ut7-£bene ab^ deren Punkte durch rechtwinklige Koordinaten u, v 
bestimmt werden, so bildet sich das Gebiet T in der uv-Ebene auf ein 
Gebiet S ab. Die Abbildung ist eineindeutig. Ein sehr kleines Rechteck 6 
mit den Ecken u,v] u + du, v] u + du, v + dv] u,v + dv, ist das Bild 
eines Vierecks in T, 

Es werde f[x(u,v), y(M,t;)] = fp{u,v) gesetzt, dann hat g> im Punkte ut^ 
denselben Wert, als f im entsprechenden Punkte xy. Aber der Inhalt 
des Rechtecks 6 =^ dudv ist nicht gleich dem Inhalt des entsprechenden 
Vierecks r, wenn auch ö sehr klein genommen wird. Es wird yielmehr 

T = [u, v] 6 

sein, wo [u, v] eine Funktion Ton u, v, und also auch von xy ist. Kennt 
man diesen Faktor, so ist 

^f't^^fp'[u,v]'6, 

wo die Summe links über alle Elemente t des Gebietes 2, die Summe 
rechts über aUe 6 des Gebietes S zu erstrecken ist. 

Es kommt darauf an, den Faktor [u, v] zu finden, wobei du, dv posi- 
tive Inkremente sein mögen. Wir wählen die Buchstaben u,v so, daß 
dem Dreieck u, v; u + du, V] u,v + dv der t«t;- Ebene ein positives Dreieck 
mit den Ecken x,y) x^yy^^] ^ijVt entspricht, d.h. ein Dreieck, daß bei 
einem Umgange von x, y nach x^, y^ nach x^, y^ zur Linken liegt Dieses 
Lagenverhältnis besteht im ganzen Gebiete T bei unseren Annahmen, 
wenn es in einem Punkte besteht, und der Faktor \u, t;] kann nirgends 
verschwinden. Der doppelte (positive) Inhalt des u,v\u + du, t;; m, t; + rfr 
entsprechenden Dreiecks oder der Inhalt von t ist bis auf kleine Größen 
dritter Ordnung 



X y l 




»1 Vi 1 


- 


a;, «, 1 








du 
x + ^dv 



y + '^<^^ 



\du dv dv dur 



und es ist also 



dxdy^ 
du dv 



L^'^J ;5«^« ^«^11 



dxdy 
dvdu 



Dieser Ausdruck wird Funktionaldeterminante genannt. Sie ist nach den 
hier gemachten Voraussetzungen stetig. 
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Man wird demnach schreiben können 

ffdT -/(jp . [w, v] dS, fff(x, y)dxdy ^fftp (w, v) [u, t;] du dv . 

Lassen sich die Kurven X'='x{UyV), y^ y(u,v) so wählen, daß das 
Bild S von T ein Rechteck wird, dessen Seiten den Koordinatenachsen 
parallel sind, treten also die Kurven u sämtlich für ein festes t; =» t^Q in T 
ein, für i; — Vj aus T heraus, und die Kurven v für ein festes w — w^ in T 
ein, für u »> 11^ aus I heraus, so folgt 

JfdT ^J du ftp (w, v) [m, v] dv 

und das Integral ist auf ein anderes mit konstanten Grenzen zurück- 
geführt. 

130) T ist ein beliebiges Viereck. Wir nehmen der Einfachheit 
halber an, daß das Viereck T keine parallelen Seiten hat. Zwei gegen- 
überli^ende Seiten mögen sich im Punkte x^y^, die beiden anderen im 
Punkte x^y^ schneiden. VTir vereinfachen das Problem dadurch, daß wir 
(was durch Schiebung und Drehung zu erreichen ist) a;^ *- 0, a;, — an- 
nehmen. Dann setzen wir 

Jedem | entspricht eine Gerade durch den Punkt y^y jedem ri eine 
Gerade durch y^. Die Geraden £17 zerlegen das Viereck T in Elemente 
von der Größe 

und man kann durch Wahl der Bezeichnung ^17 bewirken, daß dieser 
Ausdruck positiv ist, wenn d^dri positiv genommen werden. Dann er- 
hält man 

/M,).T-(,.-,.)./ii/;(^.,«^^;».)5iL_, 

Dabei sind l^l^, ri^ri^ die den Viereckseiten entsprechenden Werte 
von Jij. Daß im Viereck nicht 6 == iy werden kann, ist leicht zu er- 
kennen. 

131) Wir wollen jetzt die Gleichungen zwischen xy und 1 17 als eine 
Abbildung auffassen. Durch die Beziehungen 

S - y - yi : a?, 1? = y - y, : o; 

wird das fl?y-Feld auf ein Ji^-Feld abgebildet, in dem liy rechtwinklige 

8* 
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Koordinaten sind. Die Abbildung ist koUinear. Einem rechteckigen Ele- 
ment % im a:y-Felde entspricht ein Element (yt~"yi)*^i^^^ • (5 — ^)' i™ 
|);- Felde. Wir können also über die Rechtecke di,dri summieren oder 
integrieren^ wenn wir jedes mit einem Faktor multiplizieren^ durch welchen 
das Element d^dri dem im Bilde entsprechenden Elemente r gleich ge- 
macht wird. 

Durch EoUineation kann man ein Viereck auch auf ein Rechteck ab- 
bilden^ wenn zwei Seiten parallel sind. Ein Dreieck laßt sich durch 
Kollineation auf einen Parallelstreifen so abbilden, daß dieser von zwei 
parallelen Geraden, die man einer Koordinatenachse parallel machen kann, 
und einer darauf senkrechten Geraden begrenzt wird. Dadurch werden 
ebenfalls konstante Integrationsgrenzen erreicht. 

132) Elliptische Koordinaten. Es sei <i6^<,6^. Dann wird 
durch die Gleichung 

-^— + -y— -1 = 

A'+ A (<?!-}- (Tg -ic»- y*) + <^i<y,- (Jjfl?«— (Jiy*= 

ein System von konfokalen Hyperbeln und Ellipsen mit den Brennpunkten 
y = 0, a? *= ± y^i — 6^ bestimmt, und zwar ist der Kegelschnitt eine Hy- 
perbel, wenn — (Tj < JL — u < — öTj ist, eine EUipse, wenn — <y,<A — t;^<x> 
ist. Durch jeden Punkt der a;y-Ebene geht eine Hyperbel und eine Ellipse, 
so daß u, V eindeutige Funktionen von xy sind. Es ist nämlich 

2w=.(yi+«yj-a;*-y>- V(<3ri + <y,-a;* — y*)*-4(<yi<yg-<y,a;»-.<3riy»), 

2t? = öTi -f AT, — ar»- y* + y(<yi + <y, — a?*-y*)*- 4(<yi«y,- <y,aj«— 6^y^) . 

Umgekehrt ist 

Y ff 1 — tf , ' ^ r <*5 — ffi 

Es sind x, y zweideutige Funktionen von u, v, der Punkt o;, y ist be- 
stimmt, wenn noch der Quadrant gegeben ist, in .dem der Punkt 11^. 
Nehmen wir aber das Gebiet T in dem durch die positive x- und y-Achse 
begrenzten Teil der a;y-Ebene an, so ist die Beziehung in T eindeutig. 
Auf solche Gebiete muß man zunächst die Substitution beschränken. 

Wächst u, so wächst die reeUe Achse der zugehörigen Hyperbel, wo- 
durch die gegenseitige Lage der Hyperbeln u imd u + du bestimmt ist. 
Wächst Vy so wachsen die Achsen der zugehörigen Ellipse, wodurch die 
gegenseitige Lage der Ellipsen v, v + dv bestimmt ist. Das Dreieck 

u, v; u + du, V] u,v + dv 

ist im ersten Quadranten, also in T, positiv. Der Lihalt des Flächen- 
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elementes t mit den Eckea u, V] u + du, v] u + du, v + dv^ u,v + dv 
hat den Wert der mit dudv multiplizierten Determinante 

dx dy dx dy 
füdv^dv du' 
wo 

dx ^ 1 <^i + V 

dx 1 <^i + ** 

dy ^ —1 ^ i + v 

d u 2 yo^ö, ' y^Tc~+u){ü^ + v) 

dy^ ^ —1 ^.«J:^'! ____ 

^v 2y5~I^ * l/-K+«)((r, + t;) 

ist^ der Inhalt ist also gleich 



^(^1 — g«) <y» +.«?> <^t + ** 



- (t? — tt) dudv 
4 



Um einen wenn auch sehr einfachen Fall als Beispiel einer Anwen- 
dung dieser Substitution zu haben^ nehmen wir an, es handle sich darum^ 
den Flächeninhalt eines (im ersten Quadranten) liegenden Flächenstückes, 
das Yon zwei konfokalen Hyperbeh) Uq, u^ und zwei konfokalen Ellipsen 
^o> ^1 begrenzt ist, zu ermitteln. Der Integrand f(Xyy) ist dann gleich 
Eins. Dieser Flächeninhalt ist, wenn gesetzt wird 



iff 



f 1 i*» 

{v — u) du dv 



^(u,«) 



«1 »j »i «1 

" V y — ^^^^ — V y — "^^^ — 



4 '^ 



V- {«i + H.) (ff. + M.) - V - (g. + ».) (g. + ««.) O 

Es fragt sich, ob das Integral JfdT in der transformierten Form 
bis Mo — — (^1 und Uj — — (Jj ausgedehnt werden darf. An beiden SteUeo 
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ist die Funktionaldetenninaiite unendlich groß. Da aber das Integral bis 
in jede beliebige Nähe dieser Stellen genommen werden kann^ und das 
Integral^ wenn der Integrand unendlich groB wird^ durch eine Limes zn 
definieren ist, so ist die Ausdehnung bis an diese Stellen in der Tat zu- 
lässig. Für den Flächeninhalt erhält man in diesem Falle 



wenn a^bj, a^b^ die Achsen der zu v^^Vq gehörenden Ellipsen sind. 

Ebenso läßt sich das Integral bis zu v ^ — 6^ erstrecken. Liegt aber 
das Oebiet T in zwei Quadranten, so ist zu beachten, daß in ihnen der 
Funktionaldeterminante verschiedene Vorzeichen zuzuerteilen sind. 

Man unterlasse nicht, unsere Substitution noch als Abbildung auf- 
zufassen. 

133) Daß die Yon uns gemachten Annahmen über die Kurven u, v 
nicht unbedingt überall erfüUt sein müssen, lehrt das einfache Beispiel 
der Polarkoordinaten. Die Kurven u, v sind dann konzentrische Kreise 
und deren Radien. Die letzteren schneiden sich. Wir können aber auf 
allgemeinere Untersuchungen solcher Fälle nicht eingehen, sondern müssen 
sie der Spezialbetrachtung bei vorkommenden Fällen überlassen. 

134) Das Potential einer homogenen Kreisfläche. Um das 
Potential einer homogenen Kreisfläche zu bestimmen, beweise man zu- 
nächst die beiden Formeln 

00 in 
„ r dX r dm ^ 2« 

T^^Je' + X'^ J a^bcasm^ Va«~6* * 

-• 

Das erste Integral ergibt sich ohne weiteres durch die Substitution el 
für Xj im zweiten Integral wird & < a vorausgesetzt. Es ist 

in n 
I dm ^g / dm 






n n 

4 r^" i- - ^ f- 

J (a-6)co«* — « + (« + &) «w*-^-® J a- 





a-1> + {a + h)tg*\^ 
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Nun setze man ^^ yoi — y ^'Ti. x, so ist jj =- för cd — 0, a; — oo 
für (D *- ^, und es folgt 

/ dto ^ 4 /* dz ^ 2x 

a-bcosoi " ya^rzrS^J l + e^ *" T/5«rr"6»^' 



Die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes im Räume seien x,y,0, 
die eines Punktes der Kreisfläche seien £, 17. Dann ist das Potential, wenn 
die Dichte der Masse auf der ELreisfläche gleich Eins angenommen wird, 
das über die Kreisfläche erstreckte Doppelintegral 

Nun führen wir Polarkoordinaten ein, 

X '^r cost, y '^r sint, i=« qcos^, 1^^ q sin^y 
so folgt, wenn h der Radius des Randes der Kreisfläche ist, 

k tn 

y-J QdQj y;7+V-fV^ 2rQ cos (<► -T)" • 



Aus der Ungleichung (r — p)* + jbt* + A* > schließt man, daß 

ist, wenn nicht gleichzeitig g ^0, A — 0, r » p ist. 

Nach der ersten, und dann nach der zweiten der oben angesetzten 
Integralformeln ist 

J V = xj ^^J r«+f«+p«+l«-2r^coÄ(^^ 

-00 

-2 / '' ■ 

J y(r»+«'+««+i«)'-4rV 

— 00 

Multipliziert man mit (fdg, integriert über q, nachdem man die Integrations- 
folge umgekehrt hat, so folgt 

— 00 —00 

wo R die positive Größe 
ist. 
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Das Integral 



/ 



igdg 



hat nur positiye Integrationselemente; ist deshalb positiv. Da es gleich 
lg B ist; so ist R nicht bloß positiv^ sondern auch noch größer als Eins. 
lg jß wird fdr wachsende A unendlich klein zweiter Ordnung, so daß auch 
noch lim llg R^O für wachsende A ist. 

Durch partielle Integration gelangt man zu der Formel 

1 



Bo 



Aus der Definitionsgleichung für R folgt 
so daß man für V das elliptische Integral erhalt 






— r«)jB + r» dB 



ist die positive Wurzel der Gleichung 

ig>(ü«- R) - i?(Ä«- r«) - r« = 0. 

Da das Produkt der beiden Wurzeln negativ ist, so ist stets eine positive 
Wurzel vorhanden, nach dem oben bemerkten ist sie größer als Eins. 

Durch die Substitution R^ {s + k^):s pflegt man diesen Ausdruck 
auf die Form zu bringen 

r^2k^ r]/i--i:---g-.- ^^ . ^ 

wo 6 die positive Wurzel der Gleichung 

ist. 

Fällt der angezogene Punkt xyB in das Innere des Kreises, so kann 
man diesen Fall durch einen Grenzübergang erledigen, es ist dann für 6 
Null zu setzen. 

Das was geleistet ist, besteht darin, daß das ursprüngliche Doppel* 
integral des Potentials auf ein einfaches zurückgeführt ist. Die gegebene 
Methode rührt von E. Heine (Grelles Journal Bd. 76) her. 
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135) Transformation eines einfachen Integrales durch eine 
GanSsche Substitution. Die Herleitung der Gaußschen Substitution 
ist eine im wesentlichen algebraische Arbeit Diese soll hier nicht durch- 
geführt werden, es sollen vielmehr nur die Resultate gegeben werden. 
Ich verweise hier auf Gauß' gesammelte Werke, Bd. III, S. 333, und auf 
Clebsch, Grelles Journal, Bd. 61, S. 187. Gauß macht die Substitution: 

cos»^ ^n + ^n^y + ^u^'^y ^^ ^ ^ C^i + CMC<Wy + C»8«>» y 
«81 + <?8t CO* 9? + «88 *»* 9 ' <^i + Ci%C08g> + c^^ sin qp ' 

mij m ^ y» + r»t «Qg» + y$i «n » ^'^^ YiM + 7ffC08» + Uf 

^ y» + r.8««^* + y88^>' ^ yi8 + y««w4^ + 7„«n4^' 

dd" dtp 

y{aco8d' — x)* ^ {b sin 9' -^ y)^ -^ z* Yg — g'cos^ip — g* sin* tp ' 

wo die y die Adjunkten der c in der Determinante |o|, und g^g'^g" die 
Wurzeln der Gleichung f{X) « 0, wenn f(X) durch die Gleichung 

m _ i _ ^' _ y* _ '* - o 

X(a»+Z)(6«+i) ^ a«+X 6« + Z T ^ 
definiert wird, und zwar ist g die positive Wurzel dieser Gleichung. Eine 
solche ist, wenn z nicht ist, stets vorhanden. Ist jer — und liegt x^ y 
außerhalb der Ellipse 6*a:*+ a*y'— a*6*— 0, so ist auch eine positive 
Wurzel vorhanden, liegt x, y, z im Innern der Ellipse, so ist fOi g die 
Wurzel 1 » zu nehmen. Gauß rechnet die Koeffizienten c und ihre 
Adjunkten vollständig aus. Wir brauchen hier diese Großen selbst nicht, 
bemerken nur noch, daß (p ein Intervall von der Große 2«, etwa von 
9>o ^^^ (po+ 2x durchläuft, wenn d' das Intervall von bis 29r durchläuft. 
Es folgt deshalb 

fji in 
de- ^ r dtp 

y{a cos f- xy+ (bsin»" y)«+ «• *" J Vg — g eos\^~g'* wi« tp 



Das Intervall 9o' ' * 9^0+ 2« im zweiten Integrale durfte wegen d^ 
Periodizität der Funktionen cos^tp^ sin^tp durch das Intervall • • • 23r er- 
setzt werden. Auch darf man dafür viermal das Integral von bis y« 
nehmen. 

136) Weitere Transformationen nach Grube. Wir setzen 

(^-g)(ß-g'cos'v-9"sin'9)-9{^-9')-9{^''9)-9"(S-^ 
'-^(S-9l-'g'y-9')- (^-91(9-3^), 



2 cosgfstnwdtp^^. — ^W, dg> — ^ , — 



9 
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Dann folgt 

wo f{X) dieselbe Bedeutung wie in voriger Nummer hat. Für 9) » ist 
A — oo, für y = — ^ ist Ji ^ g. Deshalb ist 

1 

r d» _ _ ^ r dq> 

J y{aco8^ — «)*+ (6 9in ^ — y)*+ z^ J Yg — geos^tp — g' sin*(p 

«2r-^«2«rV--^ 

J vm J Vm 

9 

wo das vorgesetzte 91 bedeutet; daß der reelle Teil des dahinterstehenden 
Ausdruckes zu nehmen ist. 

137) Das Potential einer elliptischen homogenen Scheibe. 
Sind I, T] die Koordinaten eines Scheibenpunktes , x^ y, die Koordinaten 
eines Raumpunktes mit der Masse Eins, und ist die Dichte der Scheibe 
Eins, so ist das Potential das über die elliptische Scheibe zu erstreckende 
Integral 

Durch die Ivorysche Substitution 

l^^aucosvj fi ^ busin V, dT ^ abududv, 

wo ah die Halbachsen der Ellipse sind^ finden wir für das Potential das 
Doppelintegral 

r~abfu f\ '"''' . 

u 
Durch die Transformationen von Gaufi und Grube ergibt sich 

F=.4«6 /•« / '^^ ^-mah fu C^^, 

J J V9-9'cos'<o-g"8in*m J J Vh(l) ' 

00 00 



wo 

Ä(A) - A(a»u»+ i) (&»«»+ k) - x*X(b*u'+ 1) - y'X(a>u*+ X) 
-«»(o«M»+X)(&V+i) 

ist und g die positive, g'fg" die negstiren Wurzeln der Gleichung %(A)»0 
sind. Nun ersetzen wir noch X dvaeh. u^s und erhalten dadurch 



F-gt2a6 ' '*''*'*'* 
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1 





Nach Yertauschimg der Integrationsreihenfolge laßt sich die Inte- 
gration über u ausführen, wodurch , wenn f die Bedeutung wie in 
Nummer 135) hat; sich ergibt 



F-Sft^ 



2abf^^m-^ds 



8i8 + a^(8 + b*) 



00 

-2alf 



}/—x*8{8 + b*)— y^8{8 + g*) — g*(g + q*) (g + &^ j 

8{r + a^{8 + b^ öf5. 





Der zweite Teil dieses Ausdruckes ist rein imaginär, und deshalb 
wegen des vorgesetzten 9t fortzulassen. Wir dürfen daher schreiben 

00 

J 8{8 + a^{s + h*) 





ys{8 + a^{8+h^ 



2ab 



wo 6 die größte Wurzel der Gleichung f(6) = ist. 

138) Das Potential eines homogenen EUipsoides. Man kann 
hieraus leicht das Potential eines EUipsoides finden, indem man dasselbe 
in unendlich dünne Schichten parallel der rry-Ebene zerlegt und die Summe, 
oder vielmehr das Integral, über aUe die elliptischen Schichten bildet. Ich 
begnüge mich damit, das Resultat herzusetzen. Sind a, &, c die Halbachsen 
des EUipsoides, so ist 



F— abcx 



JL*. «. jg' \ _ da 



a 

Dabei ist 6 die größte Wurzel der Gleichung 

Züge hat im 10. Bande der Leipziger math. Annalen auf eine An- 
regung Heines dieses Potential durch Summation von Ereisschichten 
berechnet. — Es ist durch diese Form von V ein ursprünglich dreifaches 
Integral auf ein einfaches oder, wie man sagt, auf eine einfache Quadratur 
zurückgeführt. 
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Bas Fouriersche Doppelintegral. 

139) Erweiterung des Satzes unter 44). Ist g)(p) eine Funktion 
von (>, die in dem Intervalle - • -b, & > unbedingt integrabel ist; und 
mit abnehmenden q verschwindet, so ist^ unter gewissen Bedingungen fQr 
das Verschwinden dieser Funktion tp an der Stelle Null, der Grenzwert 



lim F(a}) = j q){Q) sin&Q— ^0. 



Ist < c < 6, so ist nach 44) 

b 

Um I (p{q) sinmg— ^0. 

c 

Dort war allerdings der Integrand als überall endlich bleibend voraus- 
gesetzt. Wird derselbe aber so unendlich groß an einzelnen Stellen, daß 
er unbedingt integrabel bleibt (vgl. § 100), so kann man diese durch Um- 
gebungen ausschalten, die man so klein machen kann, daß die Summe 
der Beiträge dieser Intervalle zum Gesamtintegral beliebig klein wird. 
Daraus folgt dann, daß der Satz auch in diesem Falle gilt. Es bleibt 
noch das Integral zwischen und c zu untersuchen, wo c beliebig klein 
angenommen werden darf. 

Wir nehmen mm als ersten Fall an, daß wir c so klein annehmen 
können, daß ip{g) mit abnehmenden g monoton gegen Null konvergiert. 
Es ist 

J 9>iQ) sin(OQ^ -^J ip{^) sin Q^' 
Nach dem zweiten Mittel wertsatze (40) ist (A < cdc) 

Da nun gj^g) für abnehmende q gegen Null konvergiert, so können 
wir c so klein annehmen, daß q>(c) und folglich das Integral unabhängig 
von CD beliebig klein wird. In dem Integral 

beb 

J ^{q) sin<0Q^ =^J fp(Q) sina}Q^ +J (P(q) sinfOQ^ 

e 

nehmen wir also zuerst c so klein an, daß der erste Teil beliebig klein 
wird, dann <o so groß, daß der zweite Teil beliebig klein wird, woraus 
folgt, daß das Gesamtintegral für wachsende g) den Grenzwert NuU hat. 
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Im zweiten Falle nehme q>{fi) für abnehmende q gegen Null ab, aber 
nicht monoton. Es läßt sich beweisen, daß der Satz gilt, wenn die 
Funktion ^{fi)iQ bis an Null heran unbedingt integrabel ist. Die Beweis- 
methode wird hinreichend klargelegt, wenn man sich auf den Fall be- 
schränkt, daß man annimmt 9) (^) lasse sich in die Form setzen 97 ((>)»^ (9)9", 
wo a positiv ist und ^((») für abnehmende q endlich bleibt. Ist dann M 
ein Mittelwert der Funktion ^(p) sincnQ im Intervalle • • • c, so ist 



- c" 



00 

und es wird dieser Ausdruck für hinreichend kleine c beliebig klein. Die 
weitere Schlußfolgerung ist wie oben, so daß auch in diesem Falle unser 
Satz erwiesen ist. 

unter allen Umständen ist, wie unter 100) bewiesen würde, 

6 

sinmxdx 



I'- 



<2n, 



wie klein auch b sein mag, z. B. wenn 6 = ä : ai, oder 6 =« jt :Yä ist. 

140) Ein anderes Kriterium. Dieses Kriterium für die Gültigkeit 
des ausgesprochenen Satzes läßt sich aus dem Theorem von du Bois- 
Reymond herleiten, daß unter gewissen Umständen eine Funktion sich 
als Summe zweier monotonen Funktionen darstellen läßt. Hat nämlich 
die Funktion (p{fi) im Intervalle von bis c die Eigenschaft endlich und 
stetig zu sein, und bleibt für jedes noch so kleine h der Quotient 
(jpiQ + h) — q>{(f)) : h unter einer bestimmten Zahl M, wobei es nicht nötig 
ist, daß er sich für abnehmende h einem bestimmten Grenzwert nähert, so 
haben die Funktionen 

Vi(?) - 9(9) + ^Q, V%{q) - 9(9) - -afp 
die Eigenschaft, daß für hinreichend kleine h 

9i((» + Ä)-9i(p)>0, 9>j(p + Ä)-9^(p)<0 

ist, woraus folgt (vgl. §20), daß q>i{Q), (Pf(Q) monotone Funktionen sind, 
die mit q verschwinden, wenn dies für (p(q) der Fall ist, und es ist 

Verschwindet also 97 (^) mit q, so erkennt man, daß auch für solche 
Funktionen, die man halbmonoton nennen kann, der Satz der vorigen 
Nummer besteht. 
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141) Ist die Funktion f{x) im Intervalle a * • * & imbedingt integrabel, 
und verschwinden f{x) — /*(+ 0), f{x) — /*(— 0) für abnehmende bzw. för 
zunehmende x an der Stelle x^O monoton, oder sind diese Ausdrücke 
dividiert durch x über die Stelle hinweg absolut integrabel, wo natür- 
lich die Werte /'(± 0) existieren müssen, so ist 

wenn a < < 6 ist und gleich y^/'(+ 0), wenn a =- 0, < * ist, gleich 
Yä/'(— 0), wenn a<0, 6 = ist, gleich 0, wenn a<6<0 oder 

< a < 6 ist. 

Zum Beweise setze man /*((>)— /*(+0) — y(p) bzw. /*( — p) — /*(— 0) 
» 9(9) und wende den Satz der Nummer 139) an. 

Erfüllen die Funktionen /"C^)— /"(H-O), /'((>)—/'(- 0) die Bedingungen 
der vorigen Nummer, sind sie halbmonoton, so bleibt der Satz eben&lL» 
bestehen. 

142) Wir betrachten nun den ein ^eigentliches Doppelintegral dar- 
stellenden Ausdruck 

09 h 



0(0) - ijjvW co^ f*^ ^^ ^/* 



a 

b to b 



iM)f< 



'cosX(,d(,dX- i j£Wfm«idl . 



Gehen wir in ihm mit cd zur Grenze 00 über, b> a annehmend, so 
finden wir, daß 

lim 0(cö) - -1 r fip{X) cosXiidXdti^- [ip{+ 0) + <p(- 0)] 



cos: 



«0 b 



sei, wenn die Stelle A — im Intervalle a b liegt, gleich Null, wenn die 
Stelle NuU außerhalb ab liegt, gleich y9(+0), wenn a»0 ist, gleich 
Y9(— 0), wenn b auf Null fällt. Ist (p an der Stelle Null stetig, so 
kann man natürlich y(0) für y^<p(+0) + (p{—Oy\ schreiben. Der Aus- 
druck lim 4> (o) ist demnach in gewisser Weise unabhängig von a und bf 
da es für den Wert desselben nur darauf ankonmit, ob Null zwischen 
a • • • & liegt oder nicht. 

Wird g){k) zwischen a b, etwa an der Stelle c, unendlich groß, so 
wird der Integrand des Doppelintegrales längs einer Linie unendlich groß. 
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Man mufi dann das Integral über das Intervall a • • • & in Integrale über 
die Intervalle von a bis c — € und von c + tj his b zerlegen und dann 
mit i und 17 zur Ghrenze Null übergehen. 

143) Das Fouriersche Integral. Ist 

«e b 

F{x) - -liJJfW cosfL(k-x)dkdfi, 
80 ergibt die Substitution X für A — x mit Hilfe der vorigen Nummer 

•0 b-'X 

ijffi^ + *) <»« **^ ^^ ^v- - l/'C« + 0) + \f(<c - 0), 





ao b 



a 

wenn x zwischen a und 6 liegt, so daß a — a;<0<6 — a; ist. Fallt x 
auf 6, 80 wird F(x) = -^/"(ft - 0), fällt x auf a, so wird F{x) - y/'Ca + 0). 

Liegt X außerhalb a - ' •b, so wird F(x) » 0. Der letzte Fall setzt voraus, 
daß f{x) auch außerhalb a • • • 6 unbedingt integrabel ist. 

Ist also f(x) im Intervalle a • • • b eine willkürliche Funktion, die 
durchgehend einer Integration fähig ist, so stellt das Fouriersche Inte- 
gral in diesem Intervalle f(x) im allgemeinen dar. Da wo sie unstetig 
ist, stellt es den Mittelwert zwischen den unmittelbar voraufgehenden und 

nachfolgenden Werten -ö-/^(^ + ^) + y/^C^""^) ^^> ^^ Intervallende a 
stellt es den Wert f{a + 0), am Ende b den Wert f{b — 0) dar. Auch 
wo f{x) unendlich wird, kann in besonderen Fällen das Integral einen 
bestimmten endlichen Wert haben. . 

Die Darstellung erfordert, daß f(x + h)— f{x + 0), f(x - Ä) — f(x - 0) 
entweder monoton gegen Null konvergieren, wenn sich h abnehmend^ 
bzw. zunehmend der Null nähert, oder daß diese Ausdrücke durch h divi- 
diert, über die Stelle A =» hinweg unbedingt integrabel sind, oder daß 
die Bedingungen unter 140) eifÜUt sind. 

144) Ausdehnung der Grenzen a-'-b ins Unendliche. Die 
Grenzen a b können beliebig erweitert werden, wenn nur die darzustellende 
Funktion den allgemeinen oben aufgestellten Bedingungen Genüge leistet. 
Geht man aber mit den Zahlen a b bzw. zu den Ghrenzen — 00, +00 
über, so kommt noch die Bedingung hinzu, daß das Doppelintegral un- 
bedingt ins Unendliche erstreckt werden darf. Diese Bedingung läßt sich 
jedoch etwas mildem. Es genügt bei dieser Untersuchung b ins Un- 
endliche wachsen zu lassen. 
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Soll es gestattet sein, in der Formel (a < 0, 6 > 0) 

00 b 

Jd(ifq>(X) COS IfidX - Y«[vi+ 0) + <p(-0)] 

a 

mit b zur Orenze cx> überzugehen; so muß das Integral 
J ä(ij (p(k) cosX(idlf (d'>(0 

<o 

beliebig klein werden, wenn co groß genug genommen wird, wie groß 
auch o' > (9 sein möge. Nun ist unser Integral gleich 

flt)" to' 0)' eo" 

Um I dgi f (p{X) cos Aft dl =- lim f dl (p{l) f cos l(i d^ 

Ol CO " 

cu" = ooJ ^ J ^ 







Ist a&5 9?(A):A eine ins Unendliche integrabele Funktion, ist z. B. 
y(A) = ^(A)/l~", a > 0, :^(Jl) endlich, so wird dieser Ausdruck mit 
wachsendem <o beliebig klein. Also darf man in diesem Falle b ins Un- 
endliche wachsen lassen. Unter ähnlichen Bedingungen kann mau a 
negativ ins Unendliche wachsen lassen. 

Diese Bedingungen des Yerschwindens des Integrales 

j^ rq>{X)8iniü''XdX 

<o" = ao^ 

CO 

sind hinreichende, aber nicht notwendige. Konvergiert z. B. (p{l) für 
wachsende l von einem bestimmten m ab monoton gegen NuU, so folgt 
aus dem zweiten Mittelwertsatze, daß der Grenzwert des Integrales Null 
ist Dasselbe gilt auch fär den Fall, daß sich (p(l) durch eine Summe 
zweier monoton gegen Null mit wachsenden l konvergierende Funktionen 
zerlegen läßt. 

Der Grenzwert des kritischen Integrales konvergiert schon gegen 
NuU, wenn (p(l) monoton einer Eonstanten zustrebt. Dann hat aber das 
Fouriersche Integral keinen Sinn, und die Bedingung, daß 



OD 

J (p{l) coslfidl 



einen Sinn habe, läuft natürlich als oberste immer mit. Dies Integral ist 
eine Funktion von (i, wird sie für abnehmende fi unendlich groß, so wird 
das Fouriersche Integral immer noch vorhanden sein, wenn sie so un- 
endlich wird, daß die Integration über (a bis ft»0 zulässig ist. 
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145) Komplexe Form des Fourierschen Integrales. Da der 
Eosinas eine gerade Funktion yon fi ist, so kann man für das Fourier- 
sehe Integral schreiben: 



-Ljjf^^^ CO? ^(A - rr) rfi d/i. 



Ersetzt man den Kosinus durch den Sinus, der eine ungerade Funk- 
tion ist, so folgt 



00 h 



■i^fffW sinfi{X--x)dXdii - 0. 



Addiert man das zweite Integral nach Multiplikation mit i zum ersten, 
so erhält man für das Fouriersche Integral die komplexe Form 

00 6 00 6 

— 00 a —00 a 

die zuweilen nützlich ist. 

Beispiel. Will man für ein positives h und ein positives a — 1 die 
Funktion 

durch das Fouriersche Integral darstellen, so erhält man 



00 00 



— 00 

Die Euler sehe Formel 



Ol 



wird unter 158) für reelle positive k erwiesen werden. Wir nehmen 
vorauf, daß sie auch noch für komplexe k mit positiv reellem Teile gilt. 
Dadurch erhalten wir für positive x 

— 00 —00 

für negative x ist der Ausdruck Null. — Durch partielle Integration 
erweist man leicht, daß der Ausdruck richtig bleibt, wenn < a ^ 1 ist. 

146) Darstellung gerader und ungerader Funktionen. Unter 
den ausgesprochenen Bedingungen ist also: 

Thom»e, Bestiinmte Integrale. 9 
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— ~eo 

00 00 00 00 

^ -^ I cos fix I f{k) cos kiidkd(i -\ — / sin [ix 1 f{X) sin X^ dk dfi. 

—00 —00 

Ist f(x) eine gerade Funktion^ so ist das zweite Integral Null und 
man hat 

00 00 

\\f{x + 0) + fix^O)] = ^JcosiixJf{X)casX(idXdii, 



Ist f(x) eine ungerade Funktion^ so ist das erste Integral Null, und 
man hat 

00 00 

^[f(x + 0) + fiX'-O)'] ^ ^ j siniixJf{X) sinX(idXdii. 

147) Beispiele. Es sei f(x) — 0, wenn x außerhalb — 1 • • 1 liegt, 
in diesem InteryaUe aber gleich Eins. Die Fimktion ist gerade. Ihre 
Darstellung durch das Fouriersche Doppelintegral ist 

00 1 00 

1 '^ — j cosXx I cosXiid[idX=- — I j aA, 

was wir schon unter 60) gefunden haben. 

Es sei, k als positiv vorausgesetzt, f(x) = c""** für positive x. Die 
Darstellung als gerade Funktion gibt 

00 00 00 

«-" - ißo' '^ß-'" '^ ^'^ ^^ - iß0^ ^'' - «- 

00 

Die Darstellung als ungerade Funktion ergibt 

00 00 00 

- / sin Xx I 6-*^ sin Xiidi^dX^ — j J^^l^t dX 
oder gleich 

Für a? = ist das Integral NuU. Durch Addition folgt 

00 

1 fkeos lx + X sinlx. ^^ ^ 



gleich -i- für a: == 0, gleich für a; < 0. 



k abtx 



e ^'^-JstnXxJe-^^sinXfid(idX^-Jj,:^dX^_^^ ^ . 
00 



X ' 6' 



■kabtx 
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Es sei f{x) — a?"*, wo Tc zwischen Null und Eins liegt Stellt man 
diese Funktion als gerade Funktion dar, — f(x) — {absx)'^ —, so hat man 

OD flO 00 00 

(atsa:)"*— -— j cos Xxj fi^^ coskfidfidk =- -^ j k'^'^coskxdX' 1 v^ cosvdv, 



welche Formel durch die Substitution v = k(i für ii erlangt wird. Da 
diese Substitution fQr 1 » keinen Sinn hat, so muß man die Integration 
über A nicht bei 0, sondern bei € beginnen, und dann mit € zur Grenze 
Null übergehen, was keine Schwierigkeiten macht. 

Die Darstellung derselben Funktion als einer ungeraden ergibt auf 
gleiche Weise 

00 00 00 00 

a;~* -" -^ / sinXx j (i"^ sinX(id^dX •* ~ / ^*"^ sinkxdX- j v^ sirivdv, 



In diesen beiden Fällen ist also das Fouriersche Doppelintegral 
durch ein Produkt zweier einfacher Integrale dargestellt. 

Für positive x liefern beide Darstellungen dasselbe. Setzt man ^<— 1, 
Je « -> B^ folgt daraus 







0^0^ 

womit ein Desiderat unter 61) erledigt ist. Daß dem Sinusintegral das 
positive Vorzeichen zukommt, erkennt man nach schon angewandter 
Schlußweise durch Zerlegung des Intervalles in Teilintervalle von der 
Breite ar, und daraus, daß 1 : Yx eine monotone abnehmende Funktion ist. 
Für das Eosinusintegral ist dieser Nachweis ein wenig umständlicher. Es ist 

8 



/ cosXd X rcosXdl rco sldl 
y^ Y y^ 7 vT ■ 



Daß das Integral zwischen y^jt • • • (X) positiv ist, erkennt man in 
analoger Weise wie beim Sinusintegral. Es bleibt das Integral zu untersuchen 



3 18 

T^ t" T" 

/ cosldX rcosldl rcosldX 
yx "J yx V yx 

1 
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Es ist 



1 1 1 - 

feosXdX f*co 8ldX -i /T ("dl -^fn 



8 8 

2 2 



^^eo^ ^ Jd| _ 2|/|: (Vä - 1) - -l/f (V^ - 2), 



«*^/^<V-J-^'^«<M' 



Vi 



3 



Das Integral kann nicht —y-^TC sein, muß also ^y^^ ®®^ 
Es sei f(x) *= äbs sinx zwischen —n und + jr, sonst sei f(x)^0. 
Dann ist 

abs sinx ^ — I cos Ix j sinii cos Xfi dfi dl 

OD 7t 00 /r 

'^ — I COS Xx I sin(i(l+k)d[idX + — 1 cos Xx 1 sin(i(l — X)d(idX 



00 00 

_1_ fooslxll ^ C08n(l + xyjdX J^ rco3Xx[l --eosnii -'X)]dX 

00 00 



Es ist zu empfehlen, noch einige Beispiele durchzuführen. Z. B 
f{x) = sinx zwischen — yt und + ;r, sonst f(x) = 0. 

Es sieht beinahe wie eine Ej^hwinkelei aus, wenn man eine Funk- 
tion durch ein kompliziertes Integral darstellt, in dessen Integranden die 
darzustellende Funktion selbst wieder vorkommt. Indessen schon die an- 
gefahrten Beispiele zeigen, wie solche Formen nützlich werden können. 
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Man ist aber auf diese Integrale durch Aufgaben der mathematischen 
Physik gekommen. Dort erweist sich gerade die Form dieser Gebilde 
als nützlich. 

Die Fourier sehen Doppelintegrale sind im allgemeinen keine eigent- 
lichen Doppelintegrale, sondern sie sind als zwei aufeinanderfolgende 
Integrationen au&ufassen. 

148) Ein unzureichendes Kriterium für die Vertauschbarkeit 
der Integrationsfolge. Aus dem Umstände, daß das Integral 

h d 

a c 

einen Sinn hat, wenn man f(Xy y) durch abs f{x, y) ersetzt, darf man 
nicht folgern (vgl. Hertens, Grelles Journal, Bd. 63, S. 364), daß die 
Integrationsreihenfolge vertauscht werden kaim. Es ist 

1 1 
fff{x,y)dydx^ly 



wenn f(x, y) — 1 ist für rationale x, f(x, y) — 2y für irrationale x. Hin- 
gegen hat das Integral 



] 1 
fff{Xyy)dxdy 





keinen Sinn. 



Die Eulerschen Integrale. 

149) Das Eulersche Integral erster Gattung scheint zuerst in 
der Form aufgetreten zu sein 

00 

B(a,6)-y*ic«-Xl+^)""""'^^> 



erstreckt zwischen den Grenzen Null und Unendlich. Damit es einen 
Sinn habe, müssen a und &, oder wenigstens ihre reellen Teile, positiv 
sein. Diese Bedingung läßt sich durch Abänderung des Integrationsfi;^es 
beseitigen, doch kann dies an jetziger Stelle nicht geschehen. In der an- 
gegebenen Form ist das Integral weniger einfach zu behandeln, als in der, 
die man durch die Substitution 1 + rc == 1 : a;' erzielt. Sie ergibt 
1 1 

B{a,l)^f{\--xY'''(if'^dx^Coif''\l-xy'^dx^BQ),a). 



Durch die Substitution x^ -^{\+y) erhält man 
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+1 



B 





Setzt man h ^ a, so folgt 

B(»,»)--.i:T/(l-«^"-'<'*-ii^/a-»)'-'«^"'' 

^B(i-,a)/ 



1 _ 

dx 



2' 

Für X ^ cos (p erhält man 



1 



B 



(|,a)-2/(^n9)»--^dg>, B(-i,4) 



150) Ein bestimmtes Integral wird durch die B-Funktion 
ausgedrückt. Es ist 

00 00 

B(a,6)- f ""[^. dx- f ''*"', , 

00 1 00 

2B(a,6)« h^—±^dx^ hL—tl^dx+ U-+^dx. 
Macht man im letzten Integral die Substitution 1 : o; f ür Xy so folgt 

00 1 1 

(! + «)"+* J (1 + «^"^* f/ (! + «) 

Diese Gleichung war für a + 6 =- 1 schon Euler bekannt. 

151) Benachbarte B- Funktionen. Unterscheiden sich zwei 
B- Funktionen in ihren Argumenten nur um ± 1, so nennen wir sie be- 
nachbarte. Zwischen solchen Funktionen bestehen einfache Beziehungen. 
Durch partielle Integration ergibt sich 

1 1 

J(x^'\\-xy>dx^~^Jcif'{\-xy-''dx, 
B(a,6+l)-|B(a + l,6), 
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1 



B(a,6+1)-B(a,6)-B(a + 1,6)-B(a,6)-|-B(a,6 + 1), 

B(a,6)-^B(a+l,6)-^B(a,6 + l) 

a + h a + b + 1 a + 5+n-l o/_r ,„n 
- -l b + i 6 + n-l • BW«» + W)- 

Setzt man hierin 6 » 0, so folgt 



' ^2 ' n— 1 



Femer ist 
B 



1 
{l,h)''J(d>-^dx-l:h, B(a,l)-l:a. 



Sind m und n ganze positive Zahlen, so ergeben sich noch leicht die 
Formeln 

MnJ.« hJ.«.\ Bia,b)aa+t.a + n- l.bb + l--b + m-l 
a(a + n,b + m)~ ^^j,.«^ j^.i.„^.j,^2. ••a + ftHTSr+'w-T ' 

und (so lange die reellen Teile von a — n, h — m positiv sind) 

152) Grenzübergang zum Eulerschen Integrale zweiter 
Gattung. Unter 64) haben wir erwiesen, daß für wachsende n 

n OS 

Um n«+^B(a + 1, 6 + 1 + w) = Um fixf(l - f-/**^^ ^Joif'e-'dx 



sei. Das letzte Integral wird mit V{a + 1) oder fac a bezeichnet, und heißt 
Euler sches Integral zweiter Gattung. Durch partielle Integration 

00 00 

f ^e-'^dx^ ^^- f x'^-^^e-'^dx 
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ergibt sich die Fnndamentaleigenscliaft der f- Funktion oder der FaknMt 
(a + 1) fac a « /ac (a + 1), a V{a) =- V{a + 1). 
Aus der Eigenschaft 

o/ X I \ a + 6 + w a-f 6 + n + lo/ , i r i i i\ 

«o/ r . N 1 a + & + n a + & + n+l -.10/ 1 i r 1 1 i\ 

n-B(a,& + n)«-.-^^^^^^ ^VJ-n" w«+^B(a+ 1,6 + n + l) 

ergibt sich durch Grenzübergang ^e = + cx> 

n 

Km«*B(a, 6 + n) = lim j x^"^ (l — — ) '^ äx 


n 



00 00 

— / x'^e-'dx — / x'^'^e-'dx — r(a). 



Hieraus folgt 



lim CS^M-! - «»» Ä^4i4 - 1- 

fi* B(a, 6 + n) B(a, 6 + n) 



Nun ist 



a + 6 a + 6 + 1 
& & + 1 


6 + n— 1 B(a,6 + n) 


a + 1 a + 2 
1 * i ~ 


a + w B(a,l + n)' 
n 



D/n M HfJ l(a + & +l) (n~l)(a + & + n-l) n B(a,6 + n) 

OW«';— «.5 • (a+i)(6 + i) •" (a + n — l)(6 + n— l)'a + n B(a,l + n)' 

Gehen wir mit n zur Grenze cx) über^ so erhalten wir das unendliche 
Produkt 

^{nh\ ^±^ 1(0 + 6 + 1) 2(a + & + 2) 8(a + 6 + 8) 
x^ya^u)^ ^.5 • a + 1.6 + 1 *o + 2.ft + 2 ' a + 8.6 + 8 "*' 

das^ so lange a oder & nicht auf eine ganze negative Zahl oder auf Null 
fallen^ überall konvergiert. 

153) Darstellung der Fakultät durch ein unendliches Pro- 
dukt. Es ist (lim w — 00) 

fac (a? — 1) « V{x) « lim B(a?, ») n* 

,.11 2 n — 1 

x x+l Ä + 2 x-\-n — 1 

-=» Zim 7—* T-TT r^ — 7 • n*"^. 

X « + 1 a; + 2 oj + n — 1 
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Dies ist kein eigentliches unendliches Produkt, aber Euler und Gauß 
haben ihm die Form eines solchen gegeben, in der Gestalt 

r(a: + 1) «/aoa; - -^-^- • -^^^ ^+n^i ' 

Es konvergiert für jeden von einer ganzen negativen Zahl verschie- 
denen Wert von x. Die Form, die heute durch Weierstraß für die 
Produktdarstellung die übliche ist, 

hat den Vorzug, daß ihre einzelnen Faktoren Primfaktoren sind. Darin 
bedeutet M die bekannte Mascheronische oder Eulersche Konstante 

Jf - lim (l + 1 + i- + . . . + i- - i9[» + A]) - 0,5772166649 • • -. 

Aus der Produktdarstellung folgt nebenbei, daß facx oder T(x) nirgends 
verschwindet. 

154) Ein Satz aus der elementaren Funktionentheorie. Will 

man den Satz 

1 1 sin %x 

facx — 1 fac—x r(a:)r(l — x) % 

mit Mitteln, die die Lehre von den bestimmten Integralen gewährt, an 
dieser Stelle beweisen, so ist das mit einigen Weitläufigkeiten verknüpft. 
Sind erst Integrale zweigliedriger Differentiale, Integrale über komplexe 
Integrationswege eingeführt, so ist dies ein leichtes. Um aber diese Formel 
schon jetzt anwenden zu können, ziehen wir aus der elementaren Funktionen- 
theorie die Produktdarstellung des Sinus heran. Nämlich die Formel 



-(i-^)('-iJ)c-i;)('-Ä 



sie liefert mit der Produktdarstellung der Fakultät ohne weiteres die an- 
geschriebene Formel. 

Für x-^ -^ folgt hieraus 



--^ 



/•<ic|-|/ac(--l)-4-y«, 

was eine neue Auswertung des Laplaceschen Ini^p^es (122) bedeutet. 
Wir notieren für ganzzahlige n die evidenten Formeln 
r(l)-/acO = l, /acl-1, facn — 12-3'-n. 
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155) Darstellung der B-Funktion durch die Fakultät. Es ist 

B(a,&)--f--^+i ZVn -^i B(a + n,6) 

a + 6 4J. a + 6 + 2 g + ft + n — 1 

a « + 1 a-f2 o -f n — 1 i»-« v • ; /i 

~~\~ ~2~ w — 1 

und wenn wir hierin mit n zur Grenze unendlich übergehen 

^(n. h\ »"WW _ fac{a-l)fac(lb^l) 
°V^f^J'^ r{a + h)'~ /ac(a+6-l) 

Dies ist die gesuchte Beziehung. Setzen wir a + 6«l, h ^ Xy so folgt 

. B(l.-a;,a;) = r(a;)r(l-^) = /ac(~a?)/ac(a;-l) 

1 00 1 

-/a-(1 - X)«- iA =./f;; dX -/^^^' dX 



156) Das ganze lemniskatische Integral. In der Theorie der 
elliptischen Funktionen ist das von bis 1 erstreckte Integral 



8%nnx 






von Wichtigkeit. Ist k = i, so läßt sich dasselbe durch f- Funktionen oder 
Fakultäten ausdrücken^ und umgekehrt liefert die Theorie der elliptischen 
Funktionen zur Berechnung von fac — ein brauchbares Mittel Es ist 

1 





ynfac—-fac- ^ Vi fac — fac -j- 

4 4 4 4 



fac-^fac — -^ fac ^ — 1 fac — -^ 
ly^fac^fac^sinl-n ^y^ , 
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Um hieraus zu einer Bereclmungsfonnel &i fac -j^ zu gelangen, trans- 
formieren wir das Integral K({). Zunächst ersetzen wir A' durch X und 
erhalten 



j/ yi(i-i)(i+i) 



Sodann machen wir die Substitution 



.(.-i.) 



1 

80 ergibt sich 



l_A-?^^=l>, 1 + X-l, 



1 

Substituieren wir weiter 

so folgt 

1 

yi/sy»(i- «{1—5-1) 



Dieser Ausdruck gibt aber nach Formeln aus der Theorie der ellip- 
tischen Funktionen (siehe meine Formelsammlung XIÜ, 5) 

/ac-^ - -J^ (1 + 2^-*''+ 2e-"^+ 2«-»«''...). 

Da er^^" eine sehr kleine Größe ist, so genügen meist die beiden ersten 
Glieder der Reihe zur Berechnung von fac -7- . 

Ebenso laßt sich das ganze lemniskatische Integral zweiter Gattung 
durch fac-^ ausdrücken. Es ist 
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1 1 



E(t)~- Tyi-X^dk-^ JX *{l-kydX 



4 



fM^ »V^ 



fac'i- 



157) Formel von Gauß. Mit Hilfe der Produktdarstellung und der 

Gleichung 

7t .2« .8« , (tn — l)3r m 

Sin— ' 8in — sm — • • stn- 



m m m • m 2"*'"^ 

findet man für ganze m 



1-1 1 



158) Nochmals die Beziehung zwischen der B-Funktion und 
f-Funktion. Die Beziehung 155) soll mit den Mitteln der Theorie der 
bestimmten Integrale gefunden werden. Es ist für ein positives ky wie 
die Substitution Tcx für x im Eulerschen Integrale zweiter Gattung ergibt, 

00 00 



Setzen wir 1 + y für Ä, a + 6 für &, so folgt 

(l + y)-«-»= fe-'-"x'+^-^dx:r(a + b), 

OC 00 00 

^ • *" 

00 00 





Diese Methode^ die die Yertauschbarkeit der Integrationsfolge voraus- 
setzt, auf ihre Strenge zu prüfen, unterlasse ich, weil das Resultat ja 
schon sichergestellt ist. 
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159) Die Ableitung der Fakultät. Formell ergibt sich durch 
Differentiation 

ao 

fac\x-l) = r(x) ^fe-^lgXk"^dL 



Da aber der Differentialquotient des Integranden an den Grenzen des 
Integrationsinterralles ins Unendliche wächst, so muß die Zulässigkeit der 
Differentiation unter dem Integpralzeichen besonders erwiesen werden. 
Wir setzen 

1 00 

P{x) -^fe-n^^dk, Q{x) ^fe-n^-^dk, V{x) - P{x) + Q{x), 

1 

und weisen zuerst die Differenzierbarkeit von Q{x) nach. Dabei kann x 
eine beliebige Zahl sein. Es ist 

Der absolute Betrag der E^ammer ist, wenn ahs h^h gesetzt wird, 
kleiner als e^'^^ so daß man setzen kann 

worin ahs 6 < 1 ist. Daraus folgt 

i(^±^ri«M =3 Zf m re-'k^'^lgkdk + ^h re''^'^n''^(lgkyedk. 
1 * 1 

Nun ist, wenn k>l ist, — yA + yZjrl stets negativ, und wenn 

* < Y ist, a fortiori — y Jl + * Z^^ A stets negativ. Es wird deshalb 

^"X + klgX -3 g » 2 " 



-U 



fQr wachsende k rascher unendlich klein als e ' , woraus folgt, daß das 
letzte Integral einen bestimmten endlichen Grenzwert hat, wenn m über 
alle Grenzen wächst, und es ergibt sich für Um A » 
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A = '^ J 

1 

unabhängig von a/rc hy was ein Kennzeichen dafür ist; daß Q{ic) eine 
analytische Funktion ist und nach der Theorie der analytischen Funktionen 
in eine bestandig konvergente Potenzreihe entwickelt werden kann^ daß 
also Q{x) eine ganze transzendente Funktion ist. 

Herr Prym hat in Grelles Journal Bd. 82 diese Funktion des weiteren 
untersucht und gefunden, daß Q{x+\) ^ xQ{x) -^ (l:e) ist. 

Bei der Untersuchung der Differenzierbarkeit von P{x) setzen wir der 
Bequemlichkeit halber voraus, daß 9i(a;) > 1 sei. Wir schreiben 



*» 1 

Der erste Teil dieses Ausdruckes, in dem wieder h » abs h ist, 



ist, weil 9i(a;— 1) positiv angenommen ist, nach dem ersten Mittelwert- 
satze gleich ^Jc^ :hj wo § eine endliche (komplexe) Zahl ist. Dieser Teil 
verschwindet deshalb mit h. Der zweite Teil des Ausdruckes 

1 



~ fe''X^'-^{k^-l)dX 



i' 



h 

ist unter Anwendung des oben gegebenen Ausdruckes fQr V^—1 in der 
Form darstellbar 

1 1 

\-^ k"^ lg XdX + hfe-^-^'''^^ X'-^ Qg xye dl, 

wo wieder dbs ö < 1 ist. Der Grenzwert des ersten Integrales dem abso- 
luten Betrage nach für abnehmende h ist 

1 
fe-^X'-HgdX. 



Im Integral des zweiten Teiles ist klg X negativ, so daß die Expo- 
nentialfunktion fortwährend ein echter Bruch ist. Das Integral des 
zweiten Teiles ist demnach für jedes noch so kleine h eine endliche Zahl^ 
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und der zweite Teil nähert sich mit abnehmenden h der Grenze Null. 
Somit ist erwiesen^ daß 

1 



ist und durch Addition der Ableitungen von P und Q ergibt sich 



Daß dieser Satz noch richtig bleibt, wenn nur 8fl(a;) > — 1 ist, ergibt 
sich durch partielle Integration. Nachdem die Beweismethode dargelegt 
ist, wird man in ähnlichen Fällen die Differentiation unter dem Integral- 
zeichen sorgloser anwenden dürfen. Namentlich folgt daraus, daß auch 
für die höheren Differentialquotienten 

flO 



gesetzt werden darf. 

160) Die Funktion r(x) besitzt als Funktion der reellen 
Veränderlichen x zwischen x»l und x=^2 ein und nur ein 
Minimum. Schreibt man 

00 00 1 

r(x) ^fe-n'-^lgldl « fe'n^-^lgkdX - fe'n"^lg^dX, 

1 

so wächst das erste der beiden letzten Integrale monoton mit x, das zweite 
nimmt monoton ab, r'{x) wächst monoton von — oo hiB + oo, wenn x 
von bis oo zunimmt. Mithin geht diese Funktion in diesem Intervalle 
nur einmal, und zwar vom Negativen zum Positiven, durch NuU, r(x) hat 
in demselben nur ein Minimum. Da 

r(i) = r(2) =. 1, r(|) = i-r(i-) = i->^<i 

ist, so muß das Minimum im Intervalle 1 • • • 2 liegen. Nach einer Tafel 
von Gauß Bd. UI S. 161 findet das Minimum zwischen 1,46 und 1,47 

statt, und ist nur wenig kleiner ak — Y^t. Für die Kurve y ^r(x) hat 

schon Bessel eine graphische Darstellung gegeben. Will man diese auch 
für negative x gewinnen, so hat man die durch das Integral definierte 
Funktion mittels der Gleichung r(x)==x : r(l — a;) sin xx &dc negative x 
fortzusetzen. Die Kurve y ^r(x) liegt für negative x in Intervallen von 
der Breite Eins abwechselnd ganz oberhalb bzw. unterhalb der a;-Achse^ 
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für ganzzahlige x von + oo nach — oo überspringend. In jedem solchen 
Intervalle liegt ein Maximum bzw. Minimum von T{x)^ deren Werte für 
entferntere x der Null immer näher kommen. Die Werte von Xj an denen 
die Maxima bzw. Minima statt haben^ nähern sich für wachsende ganze n 
immer mehr den Zahlen —n—l + ililgnjj wie Her mite in Grelles 
Journal Bd. 90 gezeigt hat. 




161) Die Funktion V(rc). Gauß bezeichnet die Funktion 

d Igfacx : dx 

mit V(a?). Neuere Autoren bezeichnen dlg V{x) : dx mit demselben Zeichen. 
Um der hieraus fließenden Unbestimmtheit zu entgehen , wollen wir den 
logarithmischen DifPerentialquotienten von r(:e;) mit lg' V{x) bezeichnen. 
Aus den Darstellungen der Gammafunktion ergibt sich durch logarith- 
mische DiiSerentiation der einzelnen Faktoren 

lg' r(l) Jtf, lg' r(l -x)- lg' V{x)-«dg jcx, 



Integraldantellong von lg' X (x). 
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, 2 2 



2n + l 



1-1 ^+l + i- 

2 n ^ ^ 2 



lg'r[^)~lim< 

\-'-Y n + ^ + y- 

-lim{lgn-l-l i) _ 2(l-l + 1 - + ... + ^), 

l9r(j)--M-2lg2, 

m 

ist stets positiv^ wenn x> y ist. Ferner ergibt sich 

i^r(«+/Jo-ij7T(a-^,-)-2i^2'(;rri)q-T" 

wo die Summe über alle Zahlen m =» 0, 1^ 2, • • • zu erstrecken ist. Es 
folgt daraus, daß die Funktion lg'V{x) nur reelle NuUstellen haben kann, 
und da V{x) nirgends verschwindet, so kann auch V{x) =- r(a:) lg'V{x) nur 
reelle NuUstellen haben. Diesen Nullstellen entsprechen die Maxima und 
Minima von V{x). 

Auch zwischen zwei aufeinanderfolgenden negativen ganzen Zahlen 
ist lgT{x) monoton, nimmt von + c» bis — oo ab, und wechselt sein 
Zeichen einmal und nur einmal, so daß V\x) zwischen zwei aufeinander- 
folgenden ganzen negativen Zahlen einmal und nur einmal verschwindet, 
V{x) nur ein Max. oder Min. hat. 

162) Integraldarstellung von lg' r(:r). Das Eulersche Integral 
geht durch die Substitution — {^ A für A in die Form über 



w 1 



Nun ist 



r{x + h) — v{x ) TQi) r{x + h)rQi) __ r{x) r(h) i> + h) r(h) __ B{x,h)r(x + h ) 
h r(Ä)"" r(Ä + i) r(/i + i)" r(Ä + i) r(Ä + i) 

-Rj^(/[";-i"'"-/-c-')'-'^o 





Thomae, Bestimmte Integrale. 



10 
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Vorausgesetzt; daß mau hier mit h zur Grenze Null übergehen darf, 
ergibt sich 



^«-^<^/(^-^')''' ""''''"/fö"^) 



dL 



Um den Grenzübergang zu rechtfertigen , der Integrand erscheint 
an der Stelle 1=^1 in unbestimmter Form, ist nachzuweisen, daß er 
für A = 1 einen bestimmten endlichen Wert hat Setzt man A — 1 — « 
und entwickelt den Integranden für A » nach Potenzen von £, so findet 
man, daß sich derselbe einem bestimmten endlichen Werte für ab- 
nehmende s nähert. 

163) Dirichlets Integraldarstellung von lg'V{x), Es ist 



«0 00 



- — dk. 





Die zweite Formel erhält man aus der ersten für x — » 1 durch Inte- 
gration nach Tc, Daraus folgt 

00 00 00 00 

(T 



und wenn man A für 1 : (1 + A) substituiert 



X 



Hieraus zieht man leicht die Eulersche Beziehung 

1 



\l-iy-n'-' IgkdX - - B(a;, y)J^-^^—dX. 



Es ist nämlich 






1 

'l^-J{l-Xr-n*-UgldX, 
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164) Integraldarstellung von lg r(x). Aus der IntegnddarsteUung 
unter 163) erhalt man^ wenn man A durch e~^ ersetzt 



00 



Integriert man über x, so folgt 
lgr{x + l)^lgfacx^C+^lgx + x{lgx^l)+f(r''{j^-l + ~^^ 

Die Eonstante C konnte man aus einer Stirlingschen Formel finden^ 
die aber gerade erst abgeleitet werden soU. Deshalb setzen wir mit Stern 
a: « — . Dann ist, wenn das letzte Integral mit J(x) bezeichnet wird, 
und wenn man für l 2k substituiert 

00 00 





10« 
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und da das erste und zweite Integral einander gleich sind 



Man erhält den Wert des letzten Integrales, wenn man die Gleichung 



nach X zwischen den Grenzen y ^^^ ^ integriert. 
Somit ergibt sich 
lgr(l + x)---lgfacx 

00 



165) Die Stirlingsche asymptotische Formel. Das Integral 
der letzten Formel verschwindet, wenn der reelle Teil von x positiv über 
aUe Grenzen wächst. Schreiben wir dafür s^, so fließt aus der letzten 
Formel 

Igfacx — ^l92%x + xQgx-'X) + «,, facx ^^Y^nx^^'-'^^e^x^ 

wo B^ verschwindet, wenn der reelle Teil von x positiv über alle Grenzen 
wächst. 

Diese asymptotische Formel und eine solche für Ig'fmx wird vielleicht 
besser aus der Produkt-, bzw. Partialbruchdarstellung hergeleitet. Jeden- 
falls findet man ans dieser Darstellung leichter, daß die Ausdrücke 

Ig'facx - Igx - -^^ + ^^^-, + J|, 

in denen s^rj^ mit wachsenden x gegen endliche Zahlen konvergieren, 
gelten, wenn nur x sehr weit von der negativ reellen Achse entfernt ist, 
z. B. sehr groß rein imaginär ist. 

166) Die Raabesche Gleichung. Es werde 

flgr(x + k)dx==F(k) 
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gesetzt, 80 folgt 



dF 
dk 



^Jälgrp^^^^Jälgr^^,^j^ril+k)-lgm'l9Jc, 



und durch Integration nach k 

F{k) = k{lgk-l) + C^JlgV{x + k)dx. 



Für sehr große Werte Ton A; erhalten wird nach der Stirlingschen 
Formel 

F(]c)~ J [\lg2n + \lg{x + lc-\) + (x-\-lc-l)lg{x + Tc-l) 

\ 

— (a: + Ä — 1) + bA dXy 

wo Bj^ mit wachsendem k beliebig klein wird. £s folgt hieraus weiter 

1 
FQc) - I ?52« -/(l 1^^-+^ + \lglc 

U 

+ {x^l + k)lg £zil±* j^{x^l + k)lgk--x-^k + \ + B^dx. 
Beachtet man^ daß für sehr große k 

beliebig klein werden und deshalb in b^ eingerechnet werden dürfen ; so 

findet man 

1 

Endlich kann man noch bis auf eine in b^ einzurechnende kleine Große 

^^ k ^"^ 

setzen^ so daß folgt 

1 

Fik) - I lg2n -/(^ ^* + (*-l) + ix-l + k)Qgk-\) + t^)dx. 

U 

Nun ist die Integration nach x unmittelbar ausführbar. Es ist 

F{k)^\ lg2n + kQ^k^l) + 8,, 

und dies muß gleich kQgk—l) -\- C sein. Dies gilt für jedes hinreichend 
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große i, demnach ist C=-'^lg2jt, und man erhalt die Raabesche 
Formel 

flgr{x + k)dx^-l Jff2n + k(lgk-l). 



167) Integraldarstellung der reziproken ^-Fanktion. Das 
Integral 



F(a,b)^ f ^ - 



hat einen Sinn, wenn a + b>l ist Wir wollen aber yorläufig annehmen, 
daß a und & beide größer als Eins seien. Ersetzen wir darin 



00 erhalten wir 



90 
00 00 



und da «ich unter den gemachten Voraussetzungen die Infeegrationsfolge 
vertauschen läßt 

Das innere Integral ist nach einer im § 145 gefundenen Formel für 
aktive fi Null, fttr positiye gleich 

woraus folgt 

•0 



Sjc 



«li. mU^L'^^jlT"^ ^'^^ Goltigkeitebereiche. der eAIfceaen Fonnd auf 
•rroKÜit Cder" ""^ " + * > ^ "»' •»»" ^o^h p«tieUe Integration 
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[j^. j^, 168) Setzen wir im Integral Fia^ h) l^h und beachten, was still- 

schweigend vorausgesetzt wurde, daß für die Potenzen der Haupt wert zu 
nehmen sei, dafi also 

ist, wo d" für a/rdg ,- gesetzt ist, und d' zwischen — y^ ^^^ +T^ 
liegt, so gewinnen wir die Formel 



B-Fcii-. 






n. 



LV -'.- 



00 



^ip-a)9*^l 2w r(a + 6-l) 



-'(a + ft) (2*)«+*-^ r(a)r(6) ' 

die durch Spaltung in ihren reellen und imaginären Teil zwei neue liefert. 
Nehmen wir noch A; » 1 an und führen %' als Integrationsyariabele ein 
A =- tg^j so folgt 
1 

J ^ ^ 2- + *-«r(a)r(6) 



1 



Diese Formel ist in der Theorie der Besselschen Funktionen brauchbar. 
Ersetzt man noch a, b durch a + 1, b + 1, so folgt 
1 






cos-^^»ca8{b^a)»d^^-.,''/J^''-^^ 



Integration zweigliedriger Differentiale. 

Die Integration vollständiger Differentiale ist an sich von großer Be- 
deutung. Auf die Integration Yon Funktionen einer komplexen Veränder- 
lichen angewandt liefert sie auch neue Gesichtspunkte und Hilfsmittel für 
die Auswertung gewöhnlicher Integrale, so daß auch aus diesem Grunde 
ein Eingehen auf diese Formen notwendig ist. 

169) Das zweigliedrige Differential. Wenn sich der Ausdruck 

w(x + hca8(p,y + h gt'ny) 
h 

für abnehmende h einem bestimmten Grenzwert nähert, so nennen wir 
denselben den in der Richtung 9 genommenen Differentialquotienten der 
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gro&e Je, demnach ist C=^Y^9^^f ^^^ ^^^ erhalt die Raabesche 

Formel 

1 

flgr{x + k)dx ^\lg2n + hQglc^l). 



167) Integraldarstellung der reziproken Ä-Funktion. Das 
Integral 






hat einen Sinn, wenn a + b> 1 ist. Wir wollen aber vorläufig annehmen^ 
daß a und b beide größer als Eins seien. Ersetzen wir darin 



durch 






(k+af r 

so erhalten wir 

und da sich unter den gemachten Voraussetzungen die Integrationsfolge 
vertauschen läßt 

—90 ^ ' 

r(«)J " f J (j + af'^f- 

Das innere Integral ist nach einer im § 145 gefundenen Formel für 
negative gi Null, für positive gleich 

woraus folgt 

00 

^ ' ^ r{a)r{h)j ^ ^ (^_^^a+ft-i r(a)r(6) 



23r 



Die Ausdehnung des Gültigkeitsbereiches der erhaltenen Formel auf 
die Falle, in denen nur a + & > 1 ist, kann durch partielle Integration 
erreicht werden. 
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168) Setzen wir im Integral JP(a, 6) i — Ä und beachten, was still- 
schweigend Torausgesetzt wurde, daß für die Potenzen der Hauptwert zu 
nehmen sei, daß also 

ist, wo d' fQr aräg ^ gesetzt ist, und d" zwischen — y^ ^^^ '^Y^ 
liegt, so gewinnen wir die Formel 



/ 



^{p-a)9i^^ ^^ r( q ^ 5 _ 1) 

-t-(a + 6)"(2ifcr+"*-^ r(a)r(6) ' 



die durch Spaltung in ihren reellen und imaginären Teil zwei neue liefert. 
Nehmen wir noch A; -- 1 an und führen %• als Integrationsvariabele ein 
k » tg^^ so folgt 
1 



cos(6-a)dco5«+*-«^d^-4^g:±*""^^ 



1 

Diese Formel ist in der Theorie der Besselschen Funktionen brauchbar. 
Ersetzt man noch a, h durch a + 1^ ^ + 1^ so folgt 

1 

J ^ ^ 2*+* + ^r(a + l)r(6 + l) 



Integration zweigliedriger DÜTerentiale. 

Die Integration vollständiger Differentiale ist an sich von großer Be- 
deutung. Auf die Integration Ton Funktionen einer komplexen Veränder- 
lichen angewandt liefert sie auch neue Gesichtspunkte und Hilfsmittel für 
die Auswertung gewöhnlicher Integrale, so daß auch aus diesem Grunde 
ein Eingehen auf diese Formen notwendig ist 

169) Das zweigliedrige Differential. Wenn sich der Ausdruck 

w{x -^h cos tp ^ y + h 8in<p) 
h 

für abnehmende h einem bestimmten Grenzwert nähert, so nennen wir 
denselben den in der Richtung tp genommenen Differentialquotienten der 
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Funktion w(x,y) an der Stelle xy. Für 9 = und 9 = — ar schreiben 
wir, wenn der Grenzwert yorhanden ist, für diesen Differentialquotienten 

und nennen diese Ausdrücke die partiellen Differentialquotienten von w 
nach X bzw^ y. Für 9? =« sr und ^ = — sc erhalt man die rückwärts- 
genommenen partiellen Differentialquotienten, die mit den vorwärts- 
genommenen nicht notwendig übereinstimmen. — Der in der Richtung ^ 
genommene Differentialquotient läßt sich schreiben 

w^{x,y) cos ff + w^{x^y) sintp 
wenn 



w{x + h,y + k) ^ w{x,y) + w^{Xyy)h + w^{x,y)lc +yW+¥ H 

ist, und H mit gleichzeitig abnehmenden h und h verschwindet. Dies ist 
z. B. im Innern des Konvergenzgebietes der Fall, wenn w eine Potenzreihe 
der Form ist, w? ==^^-4^„(a: — a)"*(y — l)", in der die Summen über 
alle ganzen nicht negativen m und n zu erstrecken sind. 

170) Aus der Existenz der partiellen Differentialquotienten w^{x,y)y 
w^{x,y) folgt noch nicht, daß für abnehmende h 

lim (w{x + hcos<p,y + hsin(p) — w(Xjy)):h « u\ cosip + w^ sing) 
sei. Ein Beispiel ist die Funktion 

^{^fV) "= Vx^ + y^'Sin (2aräg-^^, 

für die an der Stelle x = 0, y = 0, w?i «= 0, m;^ *» ist, während der in 
der Richtung 9 genommene Differentialquotient den Wert sin2q> hat. 

171) Das vollständige Differential. Wenn sich für alle Werte 
von 97 ein einziger bestimmter Wert von h so angeben läßt, daß 

to(x + h C08 w , y 4- h sin w) — w(x, y) / n , / \ • , * 

-l-n: ^^-^^ -— = ^i(^,y) cos(p + w^(x,y) stmp + d 

ist, und daß d für dieses und jedes kleinere h und für jedes tp dem abso- 
luten Betrage nach kleiner als a wird, wie klein auch 6 sein mag, so 
sagt man, die Funktion w{Xyy) besitze an der Stelle x,y ein voUstmdiges 
(erstes) Differential und man schreibt 

dw{x,y) ^^^dx + ^^dy - w,dx + w,dy. 

Zur Existenz eines vollständigen Differentials reicht es nicht aus, daß 
in jeder Richtung 9 der Differentialquotient von 
w{Xy y) = w^ cos (p + w^sinip 
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ist, sondern es muß sicli für h ein von Null verschiedenes Minimum an- 
geben lassen, so daß 

(tDix + hcostp^y + h sin q>) — wiß^ y)) : ä — w^ cos q> -\- w^sintp + 1^6 

{abs 6 < 1) 

ist, wie klein auch 6 vorgegeben, und was auch q> sein mag. 

Ist eine Funktion to{x,y) im allgemeinen Null, im Innern zweier sich 
und die a;- Achse im Punkt a: — 0, y = berührenden Kurven von Null ver- 
schieden, z. B. gleich Eins, so sind to^, w^ beide im Punkte rr » 0, y — 
NuUy und der in der beliebigen Richtung (p genommene Differentialquotient 
ist auch Null. Gleichwohl besitzt dort diese Funktion kein vollständiges 
Differential. Sie ist dort unstetig. 

172) Sind w^(x,y), w^{Xyy) stetige Funktionen von rr, y, so ist 

w^dx + w^dy 
ein vollständiges Differential. Denn es ist in diesem Falle 

w{X'\'hcosq)yy'\'hsinq>) — w(x,y) 
=^w(x + hcos(pyy + hsinip) — w(x,y + hsin(p) + w{x,y + hsin(p)'-ic(x,y) 
'^hcostp w^ (x^y + h sin g>) 

+ hcosq) («?i (x + ihcos % y + hsin (p) — w^{Xyy + hsin q>)) 
+ h sin q> w^{Xj y) + Ä sin(p{w^%y'{- r^h sin g>) — w^{x, y)) 
^ h(Wi{x,y) cos ip + w^(x,y) sin (f)) + hH 

und H wird wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von tv^ und w^ so be- 
liebig klein, daß es für ein bestimmtes h kleiner als eine beliebig klein 
vorgegebene Zahl 6 gemacht werden kann. 

173) Ist w{x,y) eine in einem Gebiete T stetige Funktion und ist 
in T überall 

^1 {^7 y) ^ ^^{^y y)'cx-^ 0, Wi(x, y) =- cw {x, y) : dy = 0, 
so ist w{x,y) in T eine Konstante. 

Beweis. Das Gebiet T sei zunächst ein Rechteck mit den Ecken 
^0? yo5 ^o; y'; ^'» y? ^'y yo> ^^ ^ß* ^^ j^des angebbare y zwischen y^ und y 

und da w(x,y) stetig ist, so ist auch w{x,y±0)^w(x,y)^f(y)f also 
auch bei Annäherung von y an bestimmte Werte kann w{x^y) nicht 
von x abhängen. Da nun weiter 

dw{x,y) ^ df(y) ^Q 
dy dy 
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ist, zwischen y^ und y, so ist w auch von y unabhängig. Es ist w. z. b. w. 

w{x,y) ^ w?(a;o,yo) = ^{^'rV)- 
Ist aber das Gebiet T kein Rechteck , so kann man doch in T an- 
einanderstoßende Rechtecke einschreiben, welche T soweit erschöpfen, daß 
nur am Rande Stücke von T übrig bleiben, die beliebig klein gemacht 
werden können. In jedem einzelnen Rechteck und am Rande derselben 
hat die Funktion w{x,y) denselben Wert, also, da immer ein Rand eines 
Rechtecks stückweise mit dem Rande eines anstoßenden zusammenfällt, 
hat sie in allen Rechtecken denselben konstanten Wert. Es hat dem- 
nach w in einem Gebiete einen konstanten Wert, das das Gebiet T so 
nahe als man will erschöpft. Sie ist bis in jede beliebige Nähe des 
Randes konstant, und hat deshalb wegen der vorausgesetzten Stetigkeit 
auch am Rande überall denselben Wert. 

174) Wenn eine stetige Funktion w(x,y) in einem Gebiete T überall 
die partiellen Differentialgleichungen erfüllt 

SO ist sie dadurch in diesem Gebiete bis auf eine additive Konstante be- 
stimmt. 

Beweis. Ist f(x,y) eine andere Funktion derselben Beschaffenheit, 
so ist in T 

d{f{x,y)-^v){x,y) ) ^ ^ d(fix,y)^w{x,y)) ^ q 
dx ^ ' dy ^ 

und folglich ist, w. z. b. w., f{x,y) — w(x,y) eine Eonstante. 

175) Das zweigliedrige Integral. Eine im Gebiete T stetige 
Funktion w(x,y)y deren partielle Differentialquotienten überall 

w'i(^,y)=i>(^,y), ^i(^,y) - ^{^,y) 

sind, nennt man das Integral des Differentiales pdx + qdy, und schreibt 

w{x,y) - w{x^,y^ -J pdx -h qdy, 

worin die untere Grenze Xq, y^ und die obere Grenze rr, y im Gebiete T 
liegen müssen. Ob dann wirklich 

dw ^pdx + qdy 

im Sinne des § 171 geschrieben werden kann, und die Frage, ob immer 
eine stetige Funktion tv existiert, deren partielle Differentialquotienten 
^1 ^ Pj ^^'s ^ 9 sinA^ wird später entschieden. 



Integrationswege. 155 

176) Liegen die Punkte Xq, ^q; Xi, y^; • • •; x^, y^ in einem Gebiete T, 
in dem eine stetige Funktion tv(x,y) vorhanden ist, deren partielle Diffe- 
rentialquotienten iVi^'P, w^^q sind, so ist 

f(pdx + qdy) - i€(x^,y^) - w{x^,y^) + w{x^,y^) - w{x^,y^) + • • • 
^fpdx + qdy +fpdx + qdy^ hfpdx^qdy. 

*o • Fo 'i I Fl '« — 1 , ^n — 1 

Ebenso ergibt sich 

J pdx+qdy-^ —J pdx + qdy. 

177) Integrationsmethoden. Ist T ein Rechteck oder laßt sich 
in T ein Rechteck mit den Ecken x^, y^; x\ t/j,; a?', y'; a^o, y vollständig 
einschreiben, so ist nach dem vorigen Paragraphen und unter dessen 
Voraussetzungen 

J pdx + qdy '^Jpdx + qdy +Jpdx i- qdy 

^yVo «otVo ^tVo 

-^fpip^y Vo) ^^+J «(^'^ y) ^y • 

*o yo 

Die Integration des zweigliedrigen Differentiales ist auf zwei gewöhnliche 
Integrationen zurückgeführt. Eine analoge Schlnßweise ergibt 

«'.y' y' *' 

fpdx + qdy^J q{Xo,y)dy+fp{x,y)dXy 

^of-yo y© *o 

immer unter der Voraussetzung der Existenz einer stetigen Funktion w{x,y). 
Wir wollen im ersten Falle die Geraden x^^y bis x',yQ und x^y^ 
bis x', y' den ItUeffrationsweg, im zweiten rzTo, y^ bis x^^y und rr^, y' bis x'^y 
den Integrationsweg nennen. 

178) Integration über eine Kurve. Wir setzen immer noch 
voraus, daß eine wohlbestimmte stetige Funktion in T existiert, deren 
partielle Ableitungen p und q sind. 
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Wir verbinden die Punkte Xq, y^, x\ y durch eine im Innern von T 
verlaufende Kurve Sy von der wir voraussetzen^ daß sie Länge und, ein- 
zelne Ecken und andere singulare Punkte ausgenommen, überall eine 
Tangente besitzt. Auf ihr bestimmen wir die Punkte 

^0>yo> ^iflfiy -^»jy«; ' ' '> ^«-i;y«-i; ^fV 
so nahe aneinander, daß alle Rechtecke, deren gegenüberliegende Ecken 
^fiyV^y ^11 +i;y^ + i ^^^^j ^^ Innere von T fallen, und nehmen an, daß die 
Distanzen x^^y^ bis ^^+i,y^+i sämtlich kleiner seien als eine kleine ge- 
gebene Größe d, so haben wir 

Jpdx + qdy =-^ Jp dx + qdy 

n-l «^+1 «-1 V + 1 

Bezeichnen wir die Strecke zwischen rr^, y^ und x^^^y y^^^ mit 
s^^i — s^y und den Winkel, den sie mit der positiven rr;-Achse bildet, 
mit q)^, und sind p, q stetige Funktionen in T (auf welchen Fall wir uns 
beschränken wollen) und liegen §^, r]^ zwischen Null und Eins, so ist 

fpi^yyf^)äx^pix^ + ^^{x^^^-x^),y^)cos(p^{s^^,-sp 
y^ + i 

worin H^^, H^ mit abnehmenden d gegen NuU konvergieren. In q{x^^i, y^) 
können wir x^^^ durch x^ ersetzen, wodurch sich nur H^ um eine mit d 
verschwindende Größe ändert, die wir in H^ einrechnen. Für lim d « 
wird offenbar 

wofern nur die Kurve s eine endliche Länge hat. In dem Grenzwerte 

fpdx + qdy^ li^^{pi^^,y^) cosq>^ + q{x^yy^) sin 9)^)(5^+i -s^) 

kommen nur Werte von p und q in Betracht, die Stellen auf der Kurve s 
angehören. Man kann deshalb 

p(Xyy)^x(s)y 3(a;,y) = x(5) 
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setzen, und gewinnt so die Gleichung 



*t 9 

fpdx + qdy - Um^(7C($^) co3(p^ + x{$J ^?*«9>.J(«« + i~0 
$' 

Darin ist q> durch s auszudrücken. Dem Punkte x^y^ entspricht hier 
die Kurvenlänge Sq, dem Punkte xy die Länge s, dem Punkte x^y^ die 
Länge s^. Wird die Messung der Kurvenlänge im Punkte x^y^ begonnen, 
so ist Sq = 0. 

Das Integral zwischen x^y^ bis x'y\ über verschiedene in T ver- 
laufende Wege erstreckt, ergibt denselben Wert, und das Integral über 
eine geschlossene Kurve ist Null. 

179) Zwischen p und q bestand bisher die Beziehung, daß sie die 
partiellen Ableitungen einer und derselben Funktion w sein sollten. Man 
kann aber auch, wenn p^ q willkürliche stetige oder wenigstens integrable 
Funktionen sind, den Ausdruck 

•' 
J pdx + qdy ^j{p{x,y) cosq> + qix^y) sinq>)ds, 

(•) *o 

worin rr, y, q> durch s auszudrücken sind, das Integral des Differentiales 
pdx + qdy über den Weg 5 nennen. Ein solches Integral wird aber im 
allgemeinen nicht auf verschiedenen Integrationswegen zwischen ic^y,, und 
xy denselben Wert annehmen, es wird nicht als eine Funktion der oberen 
Grenze schlechthin angesehen werden können. Ist z. B. 

p^a, q^x, 
^0^0, yo=0, rc'=l, y «1, s^^O, 

und integrieren wir auf drei verschiedenen Wegen von a; = 0, y =» bis 

x« 1, y=- 1 

erstens von a: — 0, y =» bis ic — 1, y — bis a* « 1, y = 1, 
zweitens von rc =» 0, y « bis rr =» 0, y =• 1 bis rc = 1, y = 1, 
drittens über die Verbindungsgerade der Punkte :r =» 0, y =« bis 

a;-l, y-1, wo 9- J Ä, x^y~s, y^y^s ist, 

80 erhalten wir 

1,1 1 1 

0,0 
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1,1 11 

j adx + xdy = J Ody +J adx^üy 

0,0 

1,1 V% __ 

j adx + xdy-=j(y^a + ^s^ ds^a + -^' 

0,0 

Wir erhalten also auf jedem anderen Wege ein anderes Resultat. 
Eine Funktion w, deren partielle Ableitungen Wj =« a, w^^ x wären, 
existiert nicht. 

180) Damit die Funktion w^ deren partielle Ableitungen w^'^pjW^^q 
sind, in einem Rechteck mit den £cken x^y^j xy^j x'y, x^y existiere, ist 
notwendig, daß ^ 

F ^fp{x, yo) äx +fq(x, y) dy 

diese Differentialquotienten besitze. Daß F eine stetige Funktion von x, y 
sei, erkennt man leicht, weshalb wir den Beweis unterdrücken. — Diffe- 
renzieren wir F nach x, so folgt 



'- -'--■^/(»„ 






Wir machen die Annahme, daß wir die Differentiation unter den 
Integralzeichen ausführen dürfen, und daß dq : dx vorhanden ist. So 
folgt weiter 

|i-=i>(*,y«)+, 

und dieser Ausdruck soll gleich 2>(a;,y) sein. Differenzieren wir nun nach y, 
was nur möglich ist, wenn p{Xyy) differenzierbar ist, so resultiert 

d_dF_^ dp(x^ ^ dq{x^yl 
dy dx dy dx 

Dies erfordert, daß cq(x,y) : dx stetig in x sei. Ist dieser Differential- 
quotient stetig in x, y, so ist das auch ausreichend für die Zulassigkeit 
der oben angewandten Differentiation unter den Integralzeichen. Es ergibt 
sich also, daß ^^^^^ _ ^^^^ 

dy dx 

im Rechteck sein muß. — Die Bedingung ist aber auch ausreichend. 
Denn umgekehrt folgt aus ihr durch Integration nach y zwischen y^ 
und y, daß ^ 

p(x,y)-^p{x,y,)^f^^^dy, 
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und also 



Vo 

Daß auch dFidy^ q(x,y) sei^ ergibt sich unmittelbar aus dem Ausdruck 

F ^fp (x, yo) dx +fq(x, y) dy , 

weil das erste Integral yon y unabluLngig ist. 

In unserem Rechtecke existiert also die stetige Funktion w(Xyy)y 
deren partielle Ableitungen bzw. p und q sind, wenn die angeführten Be- 
dingungen erfüllt sind, und das Integral über eine geschlossene Kontur im 
Rechteck ist NulL 

181) Der letzte Satz heißt der Cauchysche Satz. Wir haben ihn 
aber nur in einem Rechteck bewiesen. Wir könnten ihn dadurch er- 
weitern, daß wir ihn durch aneinanderstoßende Rechtecke auf ein Gebiet T 
ausdehnten. Besondere Umstände aber, die auftreten, wenn ein Gebiet T 
mehrfach zusammenhängend ist, d. h. wenn T nicht durch eine ge- 
schlossene Kontur, sondern durch zwei oder mehrere, wie z. B. ein Ring- 
gebiet durch zwei konzentrische Kreise, begrenzt ist — solche besonderen 
Umstände lassen es rätlich erscheinen, noch einen anderen Beweis des 
Cauchyschen Satzes zu geben, der zwar wohl schon früher bekannt war, 
aber durch Riemann allgemeiner geläufig geworden ist. 

Es seien p, q in einem Gebiete T, das durch einen oder mehrere ge- 
schlossene Kurvenzüge begrenzt sein kann, Funktionen, die überall die 
partielle Differentialgleichung befriedigen 

dp ^dq ^ 

dy ^ dx' 

Die Bedingung, daß diese Funktionen dp: dy, dq: dx stetig sein sollen, 
kann durch die etwas weitere ersetzt werden, daß ein über sie im Ge- 
biete T erstrecktes eigentliches Doppelintegral vorhanden sein soll, kürzer 
gesagt, daß sie in T integrabel sind. Es soll bewiesen werden, daß das 
über die ganze Begrenzung yon T im gleichen Sinne erstreckte Integral 

Jpdx + qdy 
gleich Null ist. 

Durchläuft man die Begrenzung von T in einer Jlichtung, so sagen 
wir, daß man sie im positiven Sinne durchlaufe, wenn die anstoßenden 
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Gebietsstücke von T zur Linken liegen. Liegen sie zur Rechten, so ist 
der Sinn der negative. Beim Beweise des G au chy sehen Satzes wollen 
wir annehmen, daß die Begrenzung im positiven Sinne durchlaufen werde. 
Tritt eine der o!:- Achse paraUele Gerade mit wachsenden x in das Ge- 
biet T ein, so bildet an der Eintrittsstelle die Begrenzung mit der posi- 
tiven a;- Achse einen Winkel 9?, der im dritten oder vierten Quadranten 
liegt, sein Sinus ist negativ. An der AustrittssteUe liegt 97 im ersten 

oder zweiten Quadranten, sin (p ist positiv. Tritt 
eine der t/- Achse parallele Gerade mit wachsen- 
den ^ in T ein, so bildet an der Eintrittsstelle 
die Begrenzung mit der positiven rr-Achse einen 
Winkel, der im ersten oder vierten Quadranten 
liegt, cos q> ist positiv; an der Austrittsstelle 
liegt (p im zweiten oder dritten Quadranten, 
cos q) ist negativ. 

Das über das Gebiet T erstreckte Integral 




^-fM-'i)''^> 



ist Null, weil jedes Integrationselement Null ist. 
zuerst den einen Teil 



Wir transformieren 



«-J'fU'"""- 



Die Werte von dSf(p,q an der Eintrittsstelle einer Parallelen zur 
a?-Achse — es kann deren mehrere geben, besonders wenn T von mehreren 
geschlossenen Kurven begrenzt ist, aber auch sonst — , diese Werte seien 

ds,, ds„, ds,„f • • •, 9,, y,„ • • •, q,, q„, • • •, 

an der Austrittsstelle seien diese Werte 

>j«' jv f ff f ff 

ds,ds , '", (p,<p , •", q,q , "', 

Dann ist durch Ausführung der Integration nach x 

äyj ^d^^dyq+dyq dyq,— dyq,r •• 

« ds' sin q>'q + rfs" sin q>"q' + ds"' sin (p'"q" + • • • 

+ ds, sin q),qr + ds„ sin <p„q., + ds,,, sin <p,„q,„ H 

=- ^q sin g> ds, 

wo die Summe über sämtliche Ein- und Austrittsstellen zu erstrecken ist. 
Daraus folgt weiter 



Q ^J J %^^^y^j^ ^^^ ^ ^^y 
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WO das letzte Integral über die ganze Begrenzung s von I zu er- 
strecken ist. 

Eine völlig analoge Schlufiweise, bei der man die Integration zuerst 
über y ausführt, bringt uns zu der Gleichung 

P ^ ^ I I —-dydx ^ jpcosipds 
(*) 
und da U^ P + Q NuU ist, so gelangen wir bei dem Cauchy sehen Satze 

Jpdx + qdy^O, 

(•) 

wo, um es nochmals zu betonen, die Integration über die ganze Begren- 
zung s von T zu erstrecken ist. 

182) Verlaufen in einem Gebiete T zwischen Xq^ y^ und x\ y zwei 
Kurven 8^ und s^^ und begrenzen diese zusammen und allein ein Stück 
von T, so ist 

J pdx + qdy=-J 2^dx + qdy^Jpdx + qdy. 

Bedeutet s^ den Weg s^ von x\y nach x^^y^ genommen, so ist 
^1 + ^1 ^^^^ geschlossene, ein Stück von T für sich begrenzende Kurve und 

J pdx + qdy ^jp dx + qdy —Jpdx + qdy^O, 

J p dx + qdy ^Jpdx + q dy, 

weil die Integrale über s^ und s^ entgegengesetzte Werte haben. 

Ist T von einer einzigen geschlossenen Kurve begrenzt, so schließen, 
wie die Anschauung lehrt, s^ und $^ stets ein Stück völlig ein, und es 
ist dann 

J pdx + qdy 

vom Integrationswege unabhängig, es ist eine wohlbestimmte Funktion 
der oberen Grenze x, y. Ihre partiellen Ableitungen sind bzw. p, q. 

Ist T nicht einfach zusammenhängend, ist es, um zu spezialisieren, 
z. B. ein von zwei konzentrischen Kreisen begrenzter Bing, so sind 
zwischen denselben Punkten x^, y^ und x, y verlaufende Linien denkbar, 
die zusammen für sich allein nicht ein Stück von T vollständig begrenzen. 
Legen wir z. B. zwischen die beiden begrenzenden Kreise einen dritten 
Kreis, und bestimmen auf ihm zwei Punkte x^, y^, x, y, so kann mau 

Thomae, Bestimmte Integrale. 11 
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einmal von Xq^ y^ auf einem Teile s^ dieses Kreises gelangen, ein andermal 
auf dem anderen Teile s^ desselben Kreises. 

Die beiden Kuryenstücke s^ und s^ begrenzen f&r sich allein nicht 
ein Stück des Ringes T vollständig, sondern man muß dazu noch ent- 
weder den innern oder den äußern Begrenzungskreis hinzunehmen. Ea 
braucht deshalb in diesem Falle 

j pdx + qdy + / pdx + qdy 
zu sein, und das Integral 

J pdx + qdy 

Xotfo 

ist nicht schlechthin eine Funktion der obern Grenze, da der Wert der- 
selben noch vom Integrationswege abhängt. 

Man kann aber in diesem Falle die beiden begrenzenden Kuryen, 
speziell die beiden begrenzenden Kreise, durch eine in T yerlaufende 
knotenlose Linie l verbinden und ihre beiden Ufer der Begrenzung hinzu- 
rechnen. Bezeichnet man das durch diese Aufschneidung mit begrenzte 
Gebiet mit T', so ist nun in T' Jp dx + qdy wieder eine Punktion der 
oberen Grenze. T' ist einfach zusammenhängend. 

Zu beiden Seiten der Linie /, in Punkten, die einander auf den ver- 
schiedenen ufern von l gegenüberliegen, unterscheiden sich die Werte 
des Integrales um eine Konstante, den PeriodizitätsmoduL Denn erstreckt 
man das Integral j pdx + qdy von einem Punkte x^y^ auf ?, zu einem 
anderen xy auf Z, einmal auf dem einen, ein andermal auf dem anderen 
Ufer, so liefern die beiden Integrale dieselben Werte, weil p und q in 
entsprechenden Punkten der beiden Ufer gleiche Werte haben. Das Inte- 
gral von x^y^ bis xy wächst, über das eine oder das andere Ufer erstreckt, 
um dieselbe Größe. 

183) Beispiel. Ist 

__ — y X 

so ist in einem Ringgebiet, das von einem sehr kleinen Kreise JR^ und 
einem sehr großen Kreise It^ um Null gebildet wird, überall 

dp _ dq 
dy "~ dx 

Zerschneidet man diesen Ring T durch eine Linie Z, die mit der 
negativen o?- Achse zusammenfallen mag, so erhält man ein einfach zu- 
sammenhängendes Gebiet T\ in dem 



/ 



pi, + ,iy-,^'- 



X 
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eine t?ohl bestimmte Fnnktion von xy ist. Ihre Werte liegen zwischen 
— n und + ^j längs der Linie l unterscheiden sie sich um 2n. Ohne 
die Linie l aber ist die Funktion arctg{y:x) unendlich Tieldeutig. Ihre 
verschiedenen Werte unterscheiden sich um Multipla von 2%, 

184) Differentiation nach einem Parameter. l%i pdx -{- qdy 
ein ToUständiges Differential^ das in einem einfach zusammenhängenden 
Gebiete T ein eindeutiges Integral w{Xj y) besitzt^ und sind p, q Funk- 
tionen eines Parameters a, so fragt es sich^ ob oder wann 









gesetzt werden kann. Da das Integral w zwischen x^y^ und xy über 
einen bestimmten Weg nach den vorauf gehenden Untersuchungen auf ein 
gewöhnliches einfaches Integral zurückgeführt ist^ so leuchtet ein, daß die 
Differentiation unter dem Integralzeichen ausgeführt werden kann, wenn 
längs des Integrationsweges die unter 180) aufgestellten Bedingungen er- 
füllt sind. Soll aber 

'/dx + l^-dy 

da ^ da ^ 

ein vollständiges Differential sein, so muß 

d dp _3_ dq^ 
dy da dx da 

sein. Da nun cp: dy '^ cq: dx ist, so ist die letzte Gleichung erfüllt, 
wenn in p und q die Differentiationsreihenfolge nach a und y bzw. nach 
a und X vertauschbar ist. 

185) Definition der Funktionen einer komplexen Veränder- 
lichen. Nach dem allgemeinen Funktionsbegriff kann jede Funktion von 
Xy y als Funktion der komplexen Veränderlichen g ^ x + yi angesehen 
werden. Denn wenn z gegeben ist, so ist der reelle Teil x und der mit 
i multiplizierte Teil von die Zahl y gegeben. Also ist da, wo w eine 
Funktion von x und y ist, tv auch eine Funktion von 0. Das Wort, 
Funktion einer komplexen Veranderlichen z wird aber in der Analysis 
nur. in einem beschränkteren Sinne gebraucht. Jede Funktion w von Xy y, 
die in einem bestimmten Eonvergenzgebiete durch eine Potenzreihe der 
Form 

darstellbar ist, heißt in diesem Gebiete eine Funktion der komplexen Ver- 
änderlichen jer. Dasselbe gilt von ihrer analytischen Fortsetzung. 

Die C au ch 7 -Rie mann sehe Funktionentheorie geht von einer anderen 
Definition der Funktionen einer komplexen Veränderlichen z aus. Eine 

11* 
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Funktion von a?, y; w(x,y) heißt eine Funktion der komplexen Veränder- 
lichen js in einem Gebiete T, und wird kurz mit w(e) bezeichnet, wenn 
sie, von einzelnen singulären Stellen abgesehen, überall einen von der 
Differentiationsrichtung (vgl. § 69) unabhängigen Differentialquotienten 
besitzt. Ist z. B. «;(;ef) = -4(jer — a)"*, wo m eine ganze Zahl ist, so ist 

WO ah8(p(js) endlich ist. Was nun auch arch^^ arctg {dy : dx) sein mag, es ist 

^ =" ^ (^) ^ mAiz — aY"^. 

Die Potenz besitzt einen von der DifferentiationsrichtuDg (arch) un- 
abhängigen Differentialquotienten. Dasselbe gilt von einer Potenzreihe 
im Konvergenzgebiete. 

Setzt man nun für h^ de einmal dx, das andere Mal idy^ so folgt 
aus der angegebenen Definition 

,dw dto 
dx dy 

Zerlegt man w in seinen reellen und einen imaginären Teil, setzt 

w(0)^u{x,y) + iv{x,y), 
so ist 

^.a«; ^ ^ du{x,y) _ dv{x,y) 
dx dx dx ' 

dw ^ ^*^^i_y) I • dv{x,y) ^ 
dy ^ dy "^ ^ dy 

und wenn man BeeUes mit Reellem, Imaginäres mit Imaginärem 
vergleicht, so erhält man die Differentialgleichungen 

du dv du dv 

dx "^ dy ' dy ^ dx* 

Daraus fließt durch nochmalige Differentiation, wenn sie möglich ist, 

a^* , a^i d2v_,dh) d^ d*w^ ^ 
dx* "^ dy^ " dx* "^ di* " ex* "*" dy* " ^' 

Auf diesen letzten Gleichungen beruht die vielfache Verwendbarkeit 
der Funktionen einer komplexen YenLnderlichen in der mathematischen 
Physik. 

186) Integration von Funktionen einer komplexen Veränder- 
lichen, Verbindet man zwei Punkte 0o=^ Xq + iy^, e ^ x + iy in einem 
Gebiete T durch eine Kurve s, deren Element ds mit der positiven x- 
Achse den Winkel (p einschlieBt, so kann man schreiben 

« 
/ w(z) dz ^J w{x + yi) {cos (p + i sin (p) ds, 
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und man nennt den Ausdruck das über das Kuryenstück s erstreckte 
Integral der Funktion wijs). Das Integral rechts läßt sich natürlich in 
zwei Teile zerlegen, von denen der eine reeU, der andere mit i multipli- 
ziert ist. 

Schreibt man das Integral in der Form 

/ w{z) dx + iw{sf) dy, 

so ist der unter dem Integralzeichen stehende Ausdruck ejn vollständiges 

Differential, denn es ist 

dw(s) __ di to(z) 
dy ""dx ' 

und es ist deshalb das Integral in einem einfach zusammenhängenden Ge< 
biete T vom Integrationswege unabhängig, und das Integral über die 
ganze Begrenzung eines beliebigen Gebietes T, in dem w die partielle 
Differentialgleichung befriedigt und endlich bleibt, ist Null. Im einfach 
zusammenhängenden Gebiete T ist das Integral eine Funktion der oberen 
Grenze Zy und wieder eine Funktion der „komplexen Veränderlichen s^. 
Denn setzen wir das Integral gleich W{z)f so ist 

dW .. dW . ,v idW dW 
dx ^ ^^ cy ^ ^^ ex dy 

Genügt eine Funktion w{z) in einem Gebiet T der partiellen 
Differentialgleichung idw : dx^dwi cy und ist sie endlich, so sagen wir 
kurz, sie sei im Gebiete T regulär. 

187) Darstellung einer regulären Funktion durch ein Rand- 
integral. Ist die Funktion tc{^ in einem Gebiete T, in dem auch e 
liegt, regulär, und ist s die ganze Begrenzung dieses Gebietes, so ist, 
wenn das Integral über die ganze Begrenzung erstreckt wird. 






^-. ^w- 



(•) 

Beweis. Wir schlagen um den Punkt z in T einen Kreis mit dem 
sehr kleinen Radius (>, und bezeichnen seinen Umfang als Begrenzung 
mit (Ä), so ist in dem Gebiete, das von (s) und — Qc) begrenzt ist, 
w?({;) : (g — j?) eine reguläre Funktion von g. Es ist deshalb nach dem 
C au chy sehen Satze 

W-(*) (') (*) 

2niJ "t—z 2ji%J t— z ' 
wie klein auch q genommen werden mag. 
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Auf dem Ejreise ist nun 

g — 5 = q(cos g) + i sin (p), dt g = q{— sin<p + (cos <p) dfpy 



1 r w{Qdi ^ 1 r w{z-\-Q jeas <p -\-i sin g>)) g {cos <p-\-i sin q>) , 

2?tt,/ t — £? '^ 2w^ Q{cosq) -^isinq)) ^ 

(k) 


27r 2;r 

= 2ä" J ^W ^9 + /- / ^{^ + Q(<^os tp + isin <p) — w{z)) dtp = w(ier) + d^. 
In dem Integrale 

S/r 


wird der absolute Betrag des Integranden^ weil die reguläre Funktion w(j^) 
im Punkte ^^ e stetig ist^ mit abnehmenden q beliebig klein. Unsere 
Gleichung gilt aber für jedes noch so kleine q, es ist deshalb 

w. z. b. w. 

188) Unstetige Funktionen. Der Cauchjsche Satz liefert, 
wenigstens vom prinzipiellen Standpunkte aus betrachtet , die einfachsten 
und zugleich sehr umfassende Fälle diskontinuierlicher Funktionen, dar- 
gestellt durch bestimmte Integrale. Denn ist w in einem Gebiet T 
regulär, so gibt das über die ganze Begrenzung desselben erstreckte Integral 



1 rw(S)di 

^^ij S—z 



z 



den Wert w{si)y wenn z innerhalb T liegt, den Wert Null, wenn e außer- 
halb liegt. 

Nehmen wir den allereinfachsten Fall, M;(g) =» 1, und für T den 
Einheitskreis an, und beschränken auch noch z auf reelle Werte z =^ x, 
so ist 

über den Einheitskreis erstreckt, gleich Eins, wenn j? <1 ist, gleich 
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Null^ wenn x^>l ist. Auf dem Einheitskreis ist t^ cos(p + i sin q>y und 
mithin ist*) unser Integral gleich 

1 r ca„p + isinv 

^n J cos fp — X •{• 1 8\n vp ^ 


tTK %rt 

1 r 1 — xco8^ , ix 1 sin fp dtp 

^^ 2nJ 1 — 2a:co«9 +05* ^ ^^J 1 — 2 x cos (p -{- x^ 

Der imaginäre Teil ist nach dem Cauchjschen Satze gleich Null. 
Man erkennt das aber auch leicht durch Paarung sich zerstörender Inte- 
grationselemente. 

Für das erste Integral folgt aus dem Cauchyschem Satze 

in n 

1 C 1 — XC08(p , l/* 1 — xcostp , 

YnJ ~l'-2xcöf<p + x^ ^ " ^J l'—2xcosq>'\-x* ^ 



gleich Eins oder gleich NuU^ je nachdem x* <,1 oder rr' > 1 ist. Für 
X <1 sind alle Integratiohselemente positiv. 

189) Darstellung der Differentialquotienten von w(z) durch 
Randintegrale. Das Integral 

darf nach z unter dem Integralzeichen differenziert werden. Die Differential- 
quotienten von (g — jer)"* nach existieren unabhängig von der Differen- 
tiationsrichtung. Man erhält deshalb für den n-ten Differentialquotienten 

t€iS)dt 



,,w . 1 . 2 . 8 . . . n /• 



woraus sich ergibt, daß die sämtlichen Differentialquotienten von der in 
T regulären Funktion w{0) in T selbst wieder reguläre Funktionen von 
js sind. 

190) Auf diesem Satze beruht die Möglichkeit des Nachweises, daß 
eine nach der Gauchy-Riemannschen Theorie definierte Funktion in 
der Umgebung eines Punktes, wo sie regulär ist, durch eine konvergente 
Potenzreihe darstellbar ist Diese Theorie und die auf Potenzreihen auf- 



^ Es ist 



/l — xcostp sintp 

l'-2xcosq> + x^ ^^* ^ costp — x 




Da wo der Nenner sein Zeichen wechselt, ist ardg stetig fortzusetzen. 
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gebaute kommen also hier zusammen. Wir müssen aber die Ausführung 
dieser Gedankengänge der Funktionentheorie überlassen. 

191) Erweiterung eines Eulerschen Integrales. Wir haben 
früher gesehen, daß für positive k und a 



ist, wir haben auch bereits von dieser Formel 
Anwendung gemacht, fürden FaU, daß h eine 
^' ?2 komplexe Zahl mit positiv reellem Teile ist Die 

Zulässigkeit solcher komplexen k soll jetzt erwiesen werden. 
Wir nehmen das Integral 

über die ganze Begrenzung s eines Gebietes T, das von zwei im Punkte 
j? = konzentrischen Kreisen mit den Radien Q^y q^ und zwei Radien von 

Pi bis Q^ und (>gf^' bis Q^e^* begrenzt ist, wo ^ zwischen — y^ ^^^ T^ 

liegt, so daß cos '9' positiv ist. In diesem Gebiete ist e-^'jer*'-^ eine regu- 
läre Fimktion der komplexen Veränderlichen e. Es ist folglich nach 
Cauchy 

Läßt man q^ gegen Null konvergieren, und q^ ^^^^ ^^^ Gbrenzen 
wachsen, so konvergiert das zweite Integral, weil k cos g> positiv ist, das 
vierte Integral, weil a positiv ist, gegen NuU, und man findet aus der 
aufgestellten Gleichung durch diese Grenzübergänge 

00 00 

fe^^' x"-^^ dx ^ e^'^^Ce-^ff^'^^-^*'^''^^ Q**^^ dQ . 



Setzen wir 

k{cos^ + i8ind') ^p + qiy ^ ^ arc{p + qi), k^abs(p + qi), 
so folgt 

00 

^-^ e-*^<^<:ip-^9f) ^ fe'^+^^^'x^-^dx'^ '"^"^ ^-, 



ab8{p + qi)'' J iP + qty 





wo für (p + qiy der Hauptwert zu nehmen ist. 
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Vergleichen wir Reelles mit Reellem, Imaginäres mit Imaginärem, 
nachdem wir unserer Formel die Form gegehen haben 



flC 

/ c"''* (cos qx — i sin qx)x^~^dx 



— (cos (a arc (p + g j — i sin (a arc {p + qij)) . 
db8{p + qi) ^ ' ' 





r(a) 



so gelangen wir zu den Eul ersehen Formeln 



/ 



c 

/ 



^- jix x^'^cos qxdx ^ ^^ ^ cos (« arctg — j , 



g-p« x'^-'^sinqxdx^ -^~^ ^'^^ (" ^^^ ^ ) ; 



wo a/rcustangens zwischen — « ^ ^^^ — sr zu nehmen ist. 

192) Der Fall p » 0. Daß diese beiden Integrale einen Sinn haben, 
wenn < a < 1 ist und p =- gesetzt wird, ist aus 59) bekannt. Es 
fragt sich, ob der Wert der Integrale für diesen Fall einfach durch Ein- 
setzen p ^0 aus den obigen Formeln erlangt werden kann. Dazu ist 
nachzuweisen, daß sich diese Integrale stetig ändern, wenn p bis zu Null 
herabsinkt. Für die rechten Seiten ist die Stetigkeit ohne weiteres er- 
sichtlich, wenn q nicht Null ist, was wir ausschließen. — Wir setzen 



J^ — j C^' a:"" ^ cos qx dx, 



so ist 



Jp — Jq ^J (e-P' — 1) a:^- ^ cos qx dx 





iiVp 



^ j {e'^' — VjTf^cosqxdx + j (e'P'—l)x''-^cosqxdx. 

Die Funktion 6"^*— 1 ist zwischen und +00 monoton. Liegt l 
zwischen und 1 lYp, /t zwischen liYp und co, so ist nach dem zweiten 
Mittelwertsatze ^,y- 

J(e-^''-l)x''^^cosqxdx 


== Q'J x^'^cosqxdx + {e-^—l)j x^'^cosqxdx. 
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Der Paktor e^^^ — i nähert sich mit abnehmenden^ stetig der Zahl 
Null, der andere Faktor ist ein Integral, dessen Wert in endlichen Grenzen 
enthalten ist. Folglich ist 

Um l(e'P'' — l)x''~^cosqxdX'^0, 



Ebenfalls nach dem zweiten Mittelwertsatze ist 

J {e"^' — 1) a?*" ^ cos qx dx 

n 

p 

Der erste Teil verschwindet für abnehmende p wieder wegen des 
Faktors (e"^— 1), der zweite Teil rersch windet, weil ft>'|/l:jp ist, denn 
dies ist ja die Bedingung daf&r, daß das Integral einen Sinn hat. Es 
nähert sich also für abnehmende p J^ stetig dem Werte e7^, w. z. b. w. 
Analog ist der Beweis in dem Integral, in dem sinqx statt cosqx steht. 

Demnach ist, wenn < a < 1 und q positiv ist, 

00 00 

Peog qxdx r(a) (a»\ f sinqxdx r(a) . /a«\ 

193) Die Sinusformel der Gammafuuktion. Unter 147) fanden 
wir, wenn < a < 1 ist, 

00 90 

1 pcosxdx i'cosxdx 



Nach dem vorigen Paragraphen ist 

00 00 

/coaxdx -/ N an rainxdx -,- v . a« 

—^—-^r{a)cos-^, J — ---r(l-a)sm-^. 



Daraus ergibt sich durch Multiplikation 

~ « r(«)r(l -a) cos''^ sin~f, r(a)r(l-a) = -.J"— . 

Damit ist eine Formel, die wir früher mit Hilfe eines unendlichen 
Produktes ableiteten, durch die Integralrechnung allein gefunden. Die 
Beschränkung < a < 1 ist in dieser Formel leicht zu 1;)eseitigen. 
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Für « = -o" ergibt sich noch das uns schon bekannte Resultat 



'« 



—00 —OD 

194) Erweiterung der letzten Formeln. Ei*setzt man in den 
Formeln für f cos(x^)dx, fsin(x^)dx x durch Ypx, so folgt 

/ cos{px^)dx = / sin(px^)dx ='y^, 

— 00 —00 

— 00 

Nun substituieren wir x 4- für x, so erhalten wir 

P ' 

— 00 

und durch Trennung des Reellen und Imaginäxen 

00 

J eo8(fix' + 2qx) dx - "^/y «w (^ - 1^ - ]/— (cos ^ + sin |*) , 

— 00 

00 

/ sin (px^ + 2qx) dx — 1/~ (cos - — sin^ , 

— 00 

oo 

/ (cos(px^ cos 2qx — - sin (px*) sin 2qx) dx 

— 00 

00 

— / cos{pa^) cos 2qx dx = 1/^ (cos — + sin — j , 

-00 
00 00 

/ sin {px^ + 2 qx) dx ^ j (sin (px^ cos 2qx '+ cos (p.r*) sin 2qx) dx 

— 00 — ao 

00 

=- / sin(fix^ cos2qxdx =T/^ (cos - — sin — j , 

— oo 
oo 

J cos (jpx*) cos 2qx dx =- y]/^ (^ f" + ^^^ J) > 



00 

J sin (px^ cos 2qx - y ]/^ (<*« f" - *»'» j) ' 
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Ersetzt man in den beiden letzten Integralen cos 2qx durch sin 2qx, 
so ist bisher die Auswertung der daraus hervorgehenden Integrale nicht 
gelungen. 

195) Allgemein gültige Integraldarstellung der Gamma- 
funktion. Die Begrenzung eines Gebietes T in der jer- (oder a;, y) Ebene 
bestehe aus dem Stück eines im Punkte » zentrischen Kreises, das in 
einem Punkte JR des oberen Ufers der positiv reellen Achse, der a:- Achse, 
beginnt und im Punkte ss ^ Re^* endet, wo #'< - ist. Von da gehe 
die Begrenzung s geradlinig, gegen die a;-Achse unter dem Winkel %• ge- 
neigt bis zu einem Punkte — a der negativ reellen Achse. Von da unter 
dem Winkel — ^ gegen die reeUe Achse geneigt geradlinig bis zum 

Punkte Re"^*, Von da führe sie über 
ein Kreisstück bis zum Punkte R auf 
dem unteren Ufer der reellen Achse. 
Von da gehe s längs des unteren Ufers 
der reellen Achse bis zu einem Punkte r 
nahe dem Punkte Null. Weiter bilde 
sie einen kleinen Kreis um NuU mit 
dem Radius r, der im Punkte r auf dem 
oberen Ufer der reellen Achse endet. 
Endlich führe sie von diesem Punkte r 
auf dem oberen Ufer der positiv reellen 
Achse zu dem Punkte R zurück, wo sie 
schließt. In diesem Gebiete T ist e'^js^ eine reguläre Funktion der kom- 
plexen Veränderlichen z, und es ist deshalb das über s erstreckte Integral 
j(r*z^dz gleich Null. Lassen wir R größer und größer werden, wobei 
-9"' in ^ übergeht, so wird das Integral über die beiden Kreisstücke, wie 
wir oben sahen, kleiner und kleiner, und hat den Grenzwert Null. Es 
ist deshalb das Integral (in leichtverständlicher Bezeichnung) 




.-^* 






Ä (/•) ; 

wo das Integral zwischen R und r auf dem oberen Ufer der reellen 
Achse, das Integral zwischen r und 22 auf dem unteren Ufer, oder wenn 
man dafür schreibt 

R 
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auf dem oberen Ufer zu nehmen ist. Ist nun der reelle Teil von a 
größer als — 1; so verschwindet das über (r) genommene Integral mit r 
und man erhält in diesem Falle 






Dabei ist das Integral Ton ooc~^' bis — a, und dann wieder von 
— a bis ooe^* geradlinig zu erstrecken. Nach dem Cauchyschen Satze 
kann dieser Integrationsweg durch unendlich viele andere ersetzt werden. 

Dieser Ausdruck hat nun aber für jedes nicht ganzzahlige a einen Sinn. 
Durch partielle Integration erweist man, daß für die durch das Integral 
definierte Funktion fac a die Gleichung besteht 

a fac (a — 1) = fac a, 

woraus man schließt, daß unser Integral die durch ein unendliches Pro- 
dukt analytisch definierte Funktion fac a überall darstellt. 

196) Um das Integral 



/ 






in dem a imd 6 positive Zahlen sein soUen, auszuwerten, und zugleich zu 
zeigen, daß es einen Sinn hat, nehmen wir das Integral über einen Halb- 
kreis, der die reelle Achse zwischen — - R und + It zum Durchmesser hat, 
und den Punkt hi im Innern enthält. In diesem Halbkreis ist, wie groß 
auch R sein mag, c**' eine reguläre Funktion der komplexen Veränder- 
lichen z, und das über die Begrenzung dieses Halbkreises erstreckte Inte- 
gral hat nach dem Cauchyschen Satze den Wert 2ixe'^^. Daraus fließt 

r ''" dx4-i rV''^"'*^'''"^^Ä(^^<P + »*'n9) ,^ 

-Ä 

R n 

-Ä 

Das letzte Integral verschwindet mit wachsenden 22 wegen des Fak- 
tors e-«Ärf»y im Integranden, woraus fließt, weil 2farc"** von R unab- 



ixe 
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hängig ist, daß das Integral zwischen — R und -f B vorhanden ist, wenn 
R über alle Grenzen wächst,*) und es ist 



00 



dx =« 2ijte"'K 



X — bi 



Daraus kann man die Formeln des § 147 durch Trennung des Ree^Uen 
und Imaginären von neuem ableiten. 

Ist 6 negativ, so ist im Halbkreis 6'^':(a; — 6i) überall regulär, und 
es ist deshalb das Integral Null. 

197) Ist a eine komplexe, nicht rein reelle Zahl, und liegt ft zwischen 
— 1 und +1, so hat das Integral 



/ 



dx 



x^{x* — a*) 

einen Sinn. Da sich das Integral nicht ändert, wenn man a durch — a 
ersetzt, so können wir unbeschadet der Allgemeinheit annehmen, daß der 
imaginäre Teil von a positiv sei. 

Wir erstrecken das Integral zunächst über die Begrenzung s des Halb- 
kreises des vorigen Paragraphen, fügen ihr jedoch noch einen sehr kleinen 
Halbkreis, der den Punkt Null ausschließt, hinzu. Dann ist nach § 187 



/ 



dz^ I ^^— ' — -ds=-2i%- 






Das Integral über den Halbki*eis (i2) hat den Wert 






dtp 





und strebt für wachsende 22 der Grenze Null zu. Das Integral über den 
kleinen NuU ausschließenden Kreis strebt für* abnehmende Radien dieses 
Kreises ebenfalls der Grenze NuU zu, weil ft < 1 ist. Es ist deshalb 

R 

lim I — dx =» 4^ • 

-R 

Für xf* ist der Hauptwert vorausgesetzt, darum ist zwischen — R und 

xf^absx''''^f'''. 



*) Dieser Beweis gilt im Grunde nur für den C auch 7 sehen Hauptwert, aber 
seine Verallgemeinerung ist nicht schwer. 
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Es ist deshalb 



R 

/ dx ^ J_ r dx 
a^f^ (rc« - a») "^ e^"* J ^1x*~-~a*) ' 



R 

f—^ (1+6-^^0 f —- 

-Ä 

und wenn man mit R zur Grenze <x> übergeht 
dx in 1 



v 



/ 



fiTti 



xne 






Speziell für a « i = e * folgt 



dx ne' __ % 

2e cos-r-M« 2 



2 

Wir machen noch die Substitution Yx für x und setzen /it = 2X— 1^ 
so folgt 

dx it 



f 



x\l + x) «»»^«^ 



Nach § 149 ist aber das Integral gleich B(l — a, a) = r(a)r(l— a). 
Damit ist die Sinusformel der Gammafunktion nochmals erwiesen. 

198) Nun soll noch das Integral 



f^^'''' 



wenn der reelle Teil von a positiv ist und wenn p und q positiv sind^ 
nach der Cauchyschen Methode ausgewertet werden. 

Die Begrenzung s eines Gebietes T sei zuerst der gerade Weg 
zwischen — R und + R, dann folgt ein Viertelkreis von R bis iR, die» 
Stück werde mit s^ bezeichnet. 
Daran stößt das Begrenzungs- «^ 
stück s^, das geradlinig längs der y^""^^^ 
imaginären Achse (auf dem rechten / s^ 
Ufer) bis nahe an den Punkt qi / "^ 
herangeht. Ihm folgt ein kleiner / gitö^ 
Kreis 8^ mit dem Radius Sy der / 
den Punkt qi negativ umkreist, --ß* g ^Jt 
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weiter geht die Begrenzung als Stück s^ auf dem linken Ufer der imagi- 
nären Achse zum Punkte iE zurück, um mit dem Viertelkreise s^ von iR 
bis — R das Gebiet T yollständig zu begrenzen. In diesem Gebiete ist 
der Integrand, wenn man x durch z ^ x + yi ersetzt, eine reguläre ana- 
lytische Funktion, das über s erstreckte Integral ist Null. 

Die Integrale über s^ und s^ werden mit wachsenden R beliebig klein, 
weil auf ihnen sin (p positiv ist. Wir setzen sie zusammen gleich Örj 
lim Sr^O. Wir erhalten dann mit Fortlassung der Integranden 



(*) -Ä (*,) (*,) (O 

Das Integral über Sj -f- «s + ^4 transformieren wir durch die Sub- 
stitution (g -f- /)i =- j8r. Diese bedeutet eine Verschiebung und eine 
Drehung um 90® yod links nach rechts. Die s^, s^, s^ in der /-Ebene 
entsprechenden Wege seien Sg', S3', 5/. Läuft z von iR bis (q + €)i über s^, 
so läuft / von R — q bis s über s^' auf dem unteren Ufer der a;'- Achse, 
Durchläuft js den Kreis s^ negativ herum, so durchläuft / einen Kreis s^' 
mit dem Radius € um den Punkt Null negativ herum. Durchläuft is den 
Weg 53, so durchläuft / das obere Ufer der positiv reellen ic'-Achse von 
€ his R — q. In (;er — ^i)* =- e^^ffi^-Qf) ist im Integral von — U bis -f JS 
der Hauptwert des Logarithmus zu nehmen. Dieser ist für j? » gleich 

Zgrgr — Y*^- -^^^ ^®^ übrigen Teil des Weges s ist die stetige Fort- 
setzung des Hauptwertes zu wählen. Der imaginäre Teil desselben ist 
auf der Linie 5^, weil der Punkt qi, wenn man z über —(«5) führt, gleich 

St 3C 

j-, denn man hat dabei eine halbe negative Umdrehung um den 

Punkt qi gemacht. Nun ist 

iz^ai)^^'' J 

=« ie «~ e"P2 / c-^'V-^d/. 
(V+««'+«i') 
Das letzte Integral unterscheidet sich aber nach § 195 von 
fac{—a) (1 — ö-8«''')p«- 1 = 2ie-«''* sin a% fac{'-a)p^-^ 

um eine verschwindende Größe, wenn ß über alle Grenzen wächst. Für 
lim R^ 00 (d/j =. 0) hat man deshalb 



00 

f-. 
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aift 



/ac(a — 1) 
In ähnlicher Weise findet man 



e 



(«-«»r 



dB^O. 



Der Halbkreis R ist hier nach unten zu ziehen, und da in ihm keine 
singulare Stelle vorhanden ist^ so ist die Sache einfetcher. 

Die Anwendbarkeit des Cauchyschen Satzes ist eine vielfältige. 
Wir müssen uns mit den gegebenen Beispielen begnügen. 



199) Ein knotenzählendes Integral von GauB. In Oauß' Nach- 
laß im fünften Bande seiner Werke befindet sich auf Seite 605 die Be- 
merkung: 

^^ine Hauptaufgabe aus dem Grenzgebiet der Geometria situs und 
der Geometria magnitudinis wird die sein^ die Yerschlingungen zweier 
geschlossenen oder unendlichen Linien zu zählen. 

Es seien die Koordinaten eines unbestimmten Punktes der einen 
Linie x,y,0, der zweiten x\y\0' und 



-fn- 



wenn 



r - y(x- xy + (y- yy + ie'- *)*, 
und 

x'—Xy y—y, B-e 

dx, dy, dz 

dXy dy'y de' 

ist, dann ist dieses Integral durch beide Linien ausgedehnt, gleich 4m9r, 
und m die Anzahl der ümschlingungen/' 

Dieser Satz soll hier noch bewiesen werden. Dazu führen wir einige 
Abkürzungen ein. Es sei 

dX^{z- b') dy - (y - y) dx, dX' - (/- xr) dy' - (y - y) dx, 
dY^{x-x')dB-{B-B')dy, dT ^ {x-x)dB - (b'-b) dx, 
dZ = {y-y)dx - (x^x')dy, dZ' ^{3,' ^y)dx ^{x -x)dB', 

Thomae, Bettiminte Integrale. 12 
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so dafi 



ist. In dieser Bezeichnung ist das zu behandelnde Integral 



■ff 



dx + dTdy + dZ'ds 



dXdx' + dYdy'+dZde' 
r» 

Die Kurve; der Xy y, z angehört^ werde mit s bezeichnet, die andere 
mit s'. Nehmen wir nun das Integral nicht über die geschlossene Kurve s^ 
sondern zwischen zwei Punkten derselben zwischen s^y in dem die Koor- 
dinaten x^y y^y 0Q sind, und Sy in dem die Koordinaten Xy y, gy so sind in 
dem Integrale 



/ /U''«+lf''»+l> 



dV dV dV 
die Funktionen -^ , ^— , -^ , die zunächst nur abkürzende Bezeichnungen 

für die Integrale 



/ dX' CdY' CdZ 



sind, Funktionen von x, y, 0, die in dem Punkten der Kurve s' unendlich 
groß werden, sonst aber im ganzen Räume endlich und einändrig sind. 
Nun ist, wenn man s um ds wachsen läßt, 

(*0 (O (O 

und dieser Ausdruck ist ein vollständiges Differential, wenn man XyyyZ 
sich frei bewegen läßt. Man hat nämlich 
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und 



-/' 



/dv\ d_ Cdx 



d^ o y- e) dy'— (ff' — y) d»' dr ] 






■"j 1"" 7*- "" ^ ;^^ Fit ' 



r 
Es ist demnach 



ayVa«/ aojVay/ 



8 9 



und dies ist gleich Null, weil die Kurve s geschlossen ist. 
Aus der Symmetrie folgt 

d /dV\ d (dV\ d (dV\ d_(dV\ d /dV\ d (dV\ 
dy\dx}" dxKdy}' dzKdy ) ^ dyKdz)' dx\dz ) ^ dz\dx) 

und es ist deshalb dV ein Tollstandiges Differential. 

Mit Hilfe der Prinzipien, die unter §§ 172 — 180 bei zweigliedrigen 
vollständigen Differentialen grundlegend waren, erweist man den Satz. 
Integriert man ein vollständiges dreigliedriges Differential über zwei ge- 
schlossene Kurven s^^s^ im Baume, die sich durch stetige Deformation 
so ineinander überführen lassen, daß dabei niemals eine singulare Stelle 
der Differentialkoeffizienten überschritten wird, so hat das Integral über (s^) 
denselben Wert als das Integral über (^). 

Das Integral 

ändert demnach seinen Wert nicht, wenn man s durch eine andere ge- 
schlossene Kurve ersetzt, die aus s durch eine solche Deformation erhalten 

12* 
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wird, die die Kurve 5, den Ort der singulären Stellen der Differential- 
koeffizienten, nicht überschreitet, und das Integral ist Null, wenn 8 die 
Kurve s' nicht umschlingt. 

In gleicher Weise kann man natürlich, ohne den Wert des Integrales 
zu ändern, die Kurve s' deformieren, wenn nur bei der Deformation nie- 
mals eine deformierte Kurve die Kurve s durchschneidet. 

Wir deformieren nun die Kurve s auf Kreise, die die Kurve 8 mrmel 
umkreisen mögen und die alle in derselben Ebene liegen mögen. Die 
Kurve s' reduzieren wir auf eine durch den Mittelpunkt dieser Kreise 
gehende Gerade, die wir zur ;8^- Achse machen und die auf der Ebene der 
Kreise senkrecht steht, so daß die Kreise in der x, y-Ehene liegen. Auf 
den Kreisen sei x ^ q cos g), y »^ q simp, so wird unser Integral 

00 00 SmTK 

— 00 («) —00 

— 00 

und m ist die Anzahl der Knoten, die die beiden Kurven, wenn eine von 
ihnen zusammengezogen wird, miteinander bilden. 



Zusatz 1. Ersetzt man in dem Integrale 

n 

/xsinxdx 
1 + cos*x 



X durch IC — Xy so erhalt man 

n n n 

/ {% — x)8mxdx _ r ainxdx C xsinxdx 

1 + co8*x "" t/ ^ + cos^x J 1 + cas^x ' 

o /* sinxdx 

^ 1 + C08*X 


Substituiert man hierin cosx '=*tf sinxdx ^^ — dtj so ergibt sich 

+1 



I 



n 
xsinxdx n* 



1 + cos^x 4 
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Zusatz 2. Das Integral 



00 

rig{l-2r 

»V — • 



— 2rco8aX'}-r*)dx 



in dem r < 1 sein soll, läßt sich auf folgende Weise auswerten. 
Es ist 

lg{l-2rcosax + r) = ?gf(l -rc«'') + ??(1 -rc-«'0 

= — 2(r cos ax + Y ^* ^^^^^ + y^^^^S«^ H )• 

Die Reihe ist absolut konvergent und läßt sich gliedweise integrieren. 
Da nach § 147 



f 



cosnaxdx 1 
T+V 8-**^ 





ist, so ergibt sich, wenn a positiv genommen wird, 

00 0» 

r ig{l — 2roo8ax + r*)dx ^ _ o ^^ fl. fcosmax 

(m) 



00 



lg (1 + 2r 008 ax + r*) dx 7/1, a\ 

"^-^ iTi«^ — = «Zy(l + re-«). 

Der Grenzübergang r >» 1 scheint nicht ohne weiteres zulässig zu sein. 

Berichtigung. Im § 128 ist fOr positive a die Formel hergeleitet 
worden 



u{V)^Je- 



«*" cosbxdx 



-V^i 



Dazu wurde gezeigt, daß 



du b_ dlgu b 

db ää**' "ä6~""""ää 

sei. Die mit u ausgetiihrte Division wird unsicher, wenn u für einen 
Wert von b verschwindet. Deshalb sollte der Nachweis geführt werden, 
daß u(b) für reelle b positiv sei. Es genügt, b positiv anzunehmen. Bei 
diesem Nachweis ist dadurch ein Irrtum untergelaufen, daß die Funk- 
tionen e~^x von a; — an für wachsende x als monoton abnehmend in 
Anspruch genommen wurde, während sie in Wahrheit von 2; = bis 
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X » YY ^^^^^^ 2^7 ^^^ ^^^ ^^^ ^^ ^^ monoton abnimmt. Die Be- 
weisführung muß deslialb durch eine andere ersetzt werden. 

Da u(b) überaU einen bestimmten Differentialquotienten besitzt, so 
ist u(b) eine stetige Funktion von 6, die für ft = den positiven Wert 
y^ : 4 a besitzt. Wegen der Stetigkeit gibt es eine Umgebung von hj 
in der u{h) positiv ist. Angenommen, es wechsle u(h) bei &«c (zum 
ersten Male) sein Zeichen, so gilt die aus dlguidh ^ '-hi2a ent- 
springende Formel 



«-Vh 



e *« 
a 

bis in jede beliebige Nähe von c, und da u stetig ist, auch noch für 6 » c. 
Daraus folgt, daß u(c) für endliche c nicht NuU sein kann, u ist fort- 
während positiv, und die angesetzte Formel gilt allgemein. 

Man kann übrigens die Formel auch leicht dadurch ableiten, daß 
man coshx durch eine Potenzreihe mit hinreichend entferntem Restgliede 
darstellt. 



Vftriag von B, 6. Teubner In Leipzig und B erlin, 

J. Thomas: 

Grundriß 
einer analytischen Geometrie der Ebene. 

Mit 8 Figuren im Text. [X u. 184 S.] gr. 8. 1996« 

In Leinwand geb. n« JL 8.60. 

Der Grondriß umfiEbfit die analjÜBclie Geometrie des Ponktes, der Geraden, der 
Kurven nnd Büschel zweiter Ordnung und legt Gewicht darauf, die wichtigsten 
Sfttze der projektiven (Geometrie auf analytischem Wege su erbringen, ohne d}% 
metrischen Besiehungen zu vernachlässigen. Hierdurch gedenkt der Verfasser das 
Yerstibidnis der projektiven Geometrie zu erleichtem, deren Methoden nach seiner 
Meinung mit denen der analytischen Hand in Hand gehen müssen. 

Die Entstehung des Büchleins aus einem Skelett, das der Verfasser seinen 
Hörern zur leichteren B«petition der Vorlesungen in die Hand gegeben hat, macht es 
selbstverständlich, daß es eine Vorlesimg nicht überflüssig machen will, daß es viel- 
mehr den Lernenden beim Hören einer Vorlesung unterstützen und ihm die Anlegung 
eines Heftes erleichtem will. 



Sammlung von Formeln und Sätzen 

aus dem Gebiete der elliptischen Funktionen 

nebst Anwendungen. 

[IV u. 44 S.] 4. 1906. kart. n. JL 2.80. 

Das vorliegende Buch ist eine Sammlung von Formeln und Sätzen aus der 
Theorie der elliptischen Funktionen, die die Brauchbarkeit dieser analytischen Gebilde 
für die praktischen Anwendungen, für das numerische Rechnen erweisen und die 
Handhabung erleichtem soll, wobei auch eine Reihe von Sätzen theoretischer Natur 
gegeben sind, so insbesondere die Liouvilleschen Sätze. Um die Brauchbarkeit 
sogleich ins rechte Licht zu setzen, werden in zwanzig Nummern Anwendungen der- 
selben gegeben. 

Diese Anwendungen werden zugleich die Ansicht rechtfertigen, daß für prak- 
tische Zwecke die Jacobi-Legendreschen Bezeichnungen die gegebenen sind, so groß 
auch der theoretische Wert der Weierstraßsohen Formen ist. Die Harmonie der 
Jacobischen Funktionen mit den trigonometrischen bringt dieselben dem Verständnis 
näher, und ihre Auswertung ist einfacher. Ist die Funktion ^ (u) gegeben, so scheint 
die Weierstraßsche Theorie keine selbständigen Mittel zur Berechnung von u zu 
besitzen, die Formelsammlung Schwarz -Weierstraß greift zu diesem Zwecke auf die 
Legendresche Form zurück, muß aber auf die überaus einfachen und brauchbaren 
Formeln, die die entsprechende Aufgabe in Jacobis Theorie lösen, verzichten. 

Aus diesem Grunde glaubt der Verfasser durch seine Sammlung eine will- 
kommene Gabe denen zu liefern, die mit elliptischen Funktionen zu rechnen haben. 



Verlag von B. G. Teubner In Leipzig und Berlin, 

Niels Nielsen: 

Theorie des Integrallogarithmus 
und verwandter Transzendenten. 

[VI u. 106 S.] gr. 8. 1906. geh. n. JL 8.60. 

Das Buch versucht eine systematische Untersuchnng des Integrallogarithmns ; 
als Ausgangspunkt der Betrachtung ist die Schlömilchsche Bemerkung g^enommen, 
daß der Integrallogarithmus und die Erampsche Transzendente als SpezialföUe in 
der später als Prymsche Q-Funktion bezeichneten Transzendenten enthalten sind. 
Es ist so gelungen, die schon "bekannten, sowie verschiedene neue Eigenschaften des 
Integrallogarithmus in systematischer Weise herzuleiten. 

Handbuch der Theorie der Gammafunktion. 

[X u. 826 S.] gr. 8. 1906. In Leinwand geb. n. JL 12.— 

Der erste Teil des Buches gibt, ohne Zuhilfenahme bestimmter Integrale, 
ausschließlich durch Anwendung der Theorie analytischer Funktionen, eine elementare 
Entwicklung der Eigenschaften von F(a;) imd verwandter Funktionen, in- dem F(a;) 
mittels seiner Differentialgleichung definiert wird. Im zweiten Teile wird eine recht 
vollständige Theorie der beiden Eulerschen Integrale und der durch Gammafunktionen 
ausdrückbaren bestimmten Integrale, sowie ^ihrer Anwendung zur Herleitung der 
Reihen von Stirling, Kummer und Lerch gegeben; ebenso werden die beiden 
Mellinschen ümkeh^robleme und ihre Anwendung auf gewisse Fonktionengattungen 
behandelt. Der dritte und letzte Teil untersucht die reziproken Gammaranktionen 
als Entwicklungsfunktionen durch eine Darstellung der von Schlömilch, Jensen, 
Pincherle und namentlich vom Verfasser ausgebildeten Theorie der Fakultätenreihen; 
hier findet sich wohl zum erstenmal eine Würdigung der Methoden, die Stirling 
über solche Eeihen angedeutet hat. 

Leopold Kronecker: 

Vorlesungen über Mathematik. 

In zwei Teilen. 

I.Teil: Vorlesungen über die Theorie der einfachen und 
der vielfachen Integrale. 

Herausgegeben von Gtoh. Hofrat Dr. E. NottO, Professor an der Universität Gießen. 
[X u. 846 S.] gr. 8. 1894. geh. n, JL 12.— 

Eroneckers Vorlesungen zeichnen sich durch Originalität und Tiefe der An- 
schauxmg, reiche Fülle an Stoff und lebendige Darstellungsweise aus, wobei es besonders 
von Interesse ist, zu sehen, wie Kronecker Mittelpunkte für seine Untersuchungen 
gewinnt, die im vorliegenden Bande der Reihe nach durch den zweiten Mittelwert- 
satz, das Cauchysche Integral, den diskontinuierlichen Faktor und den Differentialaus- 
druck des mehrfachen £tegrals nach einem Parameter gegeben sind. Von dem 
Mittelwertsatze her fiießt das Dirichletsche, das Fouriersäe und das Poissonsche 
Integral, sowie die Fouriersche Reihe. Von dem Gauchyschen Satze aus werden die 
Entwicklungen in Potenzreihen, funktionen-theoretische Sätze, die Sunmiation der 
Gaußschen Reihen, die Theorie der Gamma-Funktionen und des Inte^pral-Logarithmus, 
Grundformen für die elliptischen Funktionen hergeleitet. Der diskontinuierliche Faktor 
wird zum Zwecke der Reduktion mehrfacher auf einfache Integrale, insbesondere für 
Potentialberechnungen benutzt. Der Hauptsache nach stützt sich aber die Potential- 
theorie, soweit sie hier vorgetragen wird, auf die Differentiation mehrfacher Integrale. 



■ Verlag von B. 6. Teubner ig Leipzig und Berlin. 

Leopold Kronecker: 

Vorlesungen Ober Mathematik. 

In zwei Teilen. 

II. Teil: Vorlesungen über allgemeine Arithmetik. 
I. Abschnitt; Vorlesungen über Zahlentheorie. 

Herausgegeben von Dr. K. Hensei, Professor an der Universität Marburg a. L. 
In 2 Banden. Mit Figuren im Text. I.Band. [XVI u. 609 8.] gr.8. 1901. geh.n..Ä18.— 

Als Aufgabe der allgemeinen Arithmetik bezeichnet Eronecker von vornherein 
die Untersuchung der rationalen Zahlen und der rationalen Funktionen von einer und 
mehreren Variablen, wodurch die drei genannten Disziplinen zu einem einheitlichen, 
organisch gegliederten Ganzen zusammengeschlossen sind. 

Im ersten Teile des vorstehenden Bandes der Zahlentheorie wird zunächst die 
Zerleebarkeit der Zahlen in ihre Frimfaktoren und die Gesetze der Teilbarkeit, d. h. 
die Theorie der Kongruenzen nach einem Modul auseinandergesetzt; im zweiten Teile 
wird dargelegt, daß man mit denselben Definitionen und Methoden auch das weitere 
Reich der rationalen Funktionen beliebig vieler Variablen vollständig beherrscht. 
Die Anwendbarkeit dieser allgemeinen Prinzipien wird sodann in verschiedenen geo- 
metrischen Anwendungen gezeigt, sowie in den wesentlichen Vereinfachungen, welche 
die Theorie der Kreisteuungsgleichungen, die Beweise für das quadratische, das 
kubische und das biquadratisdie Beziprozitätsgesetz und die Theorie der quadratischen 
Formen durch sie ei^ährt. 

Im dritten Abschnitt folgt eine ausführliche Theorie der Mittelwerte arith- 
metischer Funktionen, womit schon an früher Stelle die von Dirichlet entwickelten 
eigentlichen Methoden der Arithmetik — indem er zeigte^ daß und wie man ganze 
Klassen arithmetischer Probleme entweder lösen oder wenigstens die arithmetischen 
Schwierigkeiten auf analytische reduzieren kann — eingeführt werden und gezeigt 
wird, daß es wirklich nur der Begriff der Grenze ist, welcher zu den vorher behandelten 
arithmetischen Definitionen und Methoden als neu hinzutritt. 

Der Band schließt mit dem Beweise des Dirichletschen Satzes, daß jede arith- 
metische Reihe, deren Anfangsglied und Differenz teilerftremd sind, unendlich viele 
Primzahlen enthält, den Kronecker in einem wesentlichen Punkte vervollständigt. 

2. Abschnitt: Vorlesungen über die Theorie der Determinanten. 

Herausgegeben von Dr. K. Hen86l, Professor an der Universität Marburg. 
I. Band. Erste bis einundzwanzigste Vorlesung. 
Mit 11 Fig. im Text. [Xnu.390S.] gr.8. 1903. geh.n.UK20.— ,inLeinw.geb.n.UK21.— 
In vorliegendem Werke sind die Vorlesungen Kroneckers über die Determinanten- 
theorie unter sorgfältiger Erhaltung seiner Grundprinzipien und unter Benutzung seiner 
einfachen und wirksamen Methoden so bearbeitet und fortgeführt, daß es eine syste- 
matische Darstellung der modernen Determinantentheorie und ihre wichtigsten An- 
wendungen enthält, in dem zunächst erschienenen ersten Bande geht der Darstellung 
der allgemeinen Theorie eine sehr eingehende Untersuchung der Determinanten zweiter, 
dritter und vierter Ordnung voraus, nebst ihren Anwendungen auf die Geometrie, 
die Arithmetik und die Formentheorie, womit es Kronecker erreicht, daß der Leser 
mit dem Determinantenkalkul wohlvertraut ist, wenn dann weiter alle Gxundei^en- 
schaften der Determinanten n^r Ordnung aus der Betrachtung der Lösung emes 
Systemes von n linearen Gleichungen mit nUnbekannten mit einem Schlage in Evidenz 
gesetzt werden. Der letzte Teil enthält von der Hand des Herausgebers eine Dar- 
stellung der Untersuchung der Systeme oder Matrizen a mit Anwendung auf die 
Theorie der Elementarteiler und auf die Äquivalenz und Teilbarkeit der Systeme — , 
die heute an die Stelle der älteren Determinantentheorie getreten ist, und bei der 
die tiefsten Resultate der Determinantenlehre als ganz einfache Sätze einer Arithmetik 
erscheinen, welche nur wenig schwerer ist als die elementare Zahlentheorie. 



Verlag von B. G. Teubner In Leipzig und Berlin. 

Entwicklungen nach oscillirenden Funktionen 

und Integration der Differentialgleichungen 

der mathematischen Physik. 

Bericht, erstattet der Deatschen Matheinatiker-yereiniguDg von 

Dr. H. Burkhardt, 

Professor in ZOrich. 

In zwei Halbbänden. gt. 8. 1908. Geh. je n. </^ 80.-- 
I. Band [Xn u. 894 S.] II. Band [in, S. 896—1804.] 

Als der Verfasser vor Jahren die Aufgabe übernahm für die Enzyklopädie die 
Artikel über trigonometrische Reihen nsw. beizusteuern, schien es ihm erforderlich, die 
verschiedenen naturwissenschafklichen Fragestellungen zu besprechen, die auf solche 
Reihen ffefOhrt haben. Das erwies sich als viel weiter greifend, als irgend jemand 
voraussehen konnte. 

Vor allem: die traditionelle Auffassung, daß die Lehre von diesen Reihen aus 
dem Problem der Saitenschwingungen entsprungen sei, ist nur halb richtig: daneben 
hat auf Entwicklungen analytischer Funktionen einerseits die astronomische Störungs- 
theorie, andererseits die Ersetzung der Yariabeln in einer Potenzreihe durch eine 
Größe vom absoluten Betrag 1 geführt. Weiter stellte sich heraus, daß über die 
wirkliche Verwendung endlicher mgonometrischer Reihen eine ungemein ausgebreitete 
und zerstreute Literatur von astronomischer, physikalischer, geophysikalischer, physio- 
lo^scher Seite vorliegt. Über alle diese Dinge ist hier zum erstenmal einiger Über- 
blick zu erreichen gesucht. Weiter sind dann physikalische Untersuchungen besprochen, 
zuletzt Elektrizitätoleitung, soweit sie ohne Berücksichtigung der allgemeinen elektro- 
dynamischen Gleichungen behandelt werden kann. Bei dieser ist mit dem Jahre 1890 
abgebrochen, nicht als ob damit irgendwie ein bestimmter Einschnitt charakterisiert 
werden sollte. Aber der ursprüngUche Plan, diesen Bericht erst fertig zu machen, 
ehe an die Enzyklopädieartikel gegangen würde, erwies sich als unausführbar. 

N. J. Lobatschefskij: 

Imaginäre Geometrie und Anwendung 
der imaginären Geometrie auf einige Integrale. 

Aus dem Russischen übersetzt und mit Anmerkungen herausgegeben von 

Heinrich Liebmann. 

Professor an der UnlTendi&t Lelpsig. 
Mit 39 Figuren im Text und auf einer Tafel. [XI u. 187 S.] gr. 8. 1904. Geh. n. .^ 8 . — 

Die Ausgabe dieser beiden Abhandlungen bildet die Fortsetzung der von Fr. 
Engel besorgten Ausgabe der beiden grundlegenden Werke Lobatschefskijs „Über die 
Antiftngsgründe der Geometrie^' und ,,Neue Anfangsgründe der Geometrie" in „Urkunden 
zur Geschichte der nichteuklidischen Geometrie" Bd. 1. 

In der „Imaginären Geometrie" werden die tripronometrischen Formeln durch Ein- 
führung imaginärer Argumente in die sphärische Trigonometrie sehr schnell entwickelt 
und dann zur Bestinunung des Flächeninhalts von Figuren, sowie auf die Gamma- 
funktion und elliptische Integrale angewendet. 

Die andere Arbeit setzt sich das Ziel, eine Reihe von Integralen zu bestimmen 
oder doch aufeinander zurückzuführen, indem ein und derselbe Körper (z. B. der 
Kegel oder das Tetraeder) auf verschiedenen Wegen berechnet wird. 
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mit EinschluS ihrer Anwendungen. 
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Iis 7 BUndmi m je 6— ß Hefl&iL gr. ö. üfOioflet 

BUliar •r*<ihi«i»»iir 
t TtUe^ ttd. von 



I Arilhmotll sni AJgelrt, 

X. TsU [XXX VI U u »öi &.1 f*b. •!£ n— , 



Ml. Clt0mBtf»», a TeÜe^ r»d. ton W. Fri- i«yer. 
£. Toll ll^fti t. FJSa 84 11^0 1 ^ ft.AO. 

i. Li}« 5.] tllOl. JC «.»0; ft. (ItiDR.I 

m TeiL lieft; 1 U^-*^ ^1 LWtf. «ica4«| 










11 Tcii l. V 

1. 1 




II Toll. 11.1 
^ LI 
VI. 1: QttOÜtiB um. 


J(t, TitA. rflü flu rurl- 



W&ngler nud L WLeuliart 

lieft : L [tie 81 190« Ji tM 

VI, as Ä8ir«nonila, i"«rt i-wirtteWIf. 

lu Vorb^ . ..... j: r 

Vit QdKTilticmn , PNI(»xi7pi»B IL Q(d«litll« nebet 
a«npr«»rtjgi«1tr. Kr.J voti f. Klein ». C. H. iUilvr. 



Verlag von B,G,TEUBNER In LE1PZ16 — GAUTHIER-VILURS in PAR1S> 

Encyclapedie des sciences mathematiques 

pures et appliquees. 

Ptililii^e Ktms le« auBpiti's tief* Acati+^inie« üe^H wcieure* 

de Gettingue, de Leipzig, de Munich et de Vienne 

nvec la colkboration de E3<»mbreiu Bavsmte. 

EilitiOii franpaisei 

rMig^6 et |iulilli5e «Va^n^M rtMitior» NlUtii^UHle >u>a» Im äirnctiQtt de 
iilea Molk, |>rofeMenr k ruiiiver»it4 de Kniiciy. 

En sept totnes. gr, Ö. 

f»*inK Tome I: voll, faSCJ, |l60pag| U*ML ^[4.— Tora^ I: VOlJ, fascJL 
|I67 i^ag.J 1907. A 4,20. Tomfi I: voi III, fasc. l [9<i pftgj i^M. 
A 2.40- l^ome I: VOl< IV, faSC. L [160 psg.] 1906. ^ 4,— 

Ourch die (filiistigü Anfimhtae veranlaßt, wt^kbe die dt ki?jj 

moimmf'DtüleD Werkes in Faclikreisötj ffefnnde» hat, nnd ani \^m 

bat sich (Üe VerJagabuchhaacilimg eatöoblasBea» ili<* Encyklopädiö tit.r M>! Ji^n 

WiBBensebiifLDn in üemtiin&üball mit der Firma Gaüthier-VilUr» in l m 

fran/ögi icher Sprache erBobeineii ku lÄssen. Diw Werk wird^ wie sclioii dio tuutr 
Lieferung ze%t, seiteuB der deuticbea Bearbeiter ^ielo Änderu&gai tiöd ZnaHtK« 
firfahrea, und aacb die franaöiiseben Mitarbeitet, aEmtlitjh Aütoritilten atif ibr«3 
Oebiet^e, haben eine grfiiidlicbe ümvtrbeftimg f^orgenommeii* Ztam üTBten Male dürfli* 
BOuiit wohl ider der Pwl eingetreten aein^ daß aich b*'i einem so große» Werk« ditj erat^n 
deutficben tmd frans^dBiacben Fachgt'lelirten zu gemeitiaamiir Arlieit verlumdeii babeu, 
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Vorlesungen über Geschichte der Mathematik. Vcm uohiz cantor. 

lii i Bäudtju 1, HainJ. ^ ' ' ' ' ' itt'n bis /.^im Jakre 1200 11. Chr. 3. Äufli**^!» 

Mit IM Figuren 011 1 Tafd. [\1 u. Ü4t SJ x^, 8. mOT. gnt^ 
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I M. Onntor, S. Ottntlier, V, eotoynln, A. v. Brau nmüm . F* CajoH* L Netto. • 
V. KomTOr«lt» ß, VivantK mnl C. R. Wallrttr* l— fl Lieferung, t^- t— 64aJ gt h 
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Mathematische Unterhaltungen und d^- zlj, voa ur. w. Atirena i« 

Scherz und Ernst in der Mathematik, oetiügiite una r - n^ Wort«. 
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Encyklopädie 
der Elementar-Mathematik. 

Ein Handfauch für Lehmr und Studierende van 

Dr. Heinrich Weber und Dr. Joseph Wellstein, 

In drei Bind OB. 

|p £l«mentari Algebra und 4nalyslt. Beorbeiiet ron H* Webtri S. Aaflftgu. Mit 

88 Toxtiiguren, [XYUl a. 6B9 8.] gr, 8. 1906. In Leinwaad gth. ii M 0.60. 
ri. Etemente der Genmetrle, Beaxbeitet tob H. W«»"*- « w-ir^-r. _ . ,« • ^ 
thiL MitSöaTextfjguren, [ HI iL 004 8.] gr. $. m 

[*2. Auflage unter der Presiae/] 

IJL Angewandte Elementar- Math emattk. Bearb^ii 

und B. H. Weber (llej(lelb<?rg), Mit 859 Teitfigmre 
tu Leinwand giih, n. JL 14/— 
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Das Werk rcrfolgt dai Ziel, den ktliifti 
scliftftlichtm StiitidpuTjkt zu i^tcUen, ton dem am 
tpAtcr ^ij loliien hütf tiefer $u erkenn^ 'ti nnd ku 
diBfier Lehren für die ally^üinei«© CTeiat^äbiiflTitig 
Aibeli igt nicht in der Vcri^i^öÜrrutig dt¥ l'mftiü| 
KU eröeben oder in der lunkleiiliM -o-t 

Gewand, spndem in einer streu gen i: Hg i 

der Elemeate. Dub Werk hi nicht aüWDhl für 4 
Lehrer und Studiere ntlen heBtimmt, die neben 
tung^o auch eine fHr dou ptaktischeii ij©briiuch 
BammenfiFtellunpr dor wichti^r^teu Algorithmen und 




